Oscillateurs en réegime libre

Oscillateur harmonigue non amorti
1) Exemple : Point matériel élastiquement lié

- Avec le principe fondamental dela dynamique:

X+—X=—Ilo
m m

OnposeX =x—lg

X+wWX =0 avec W =—
m
Période propre: T _ P
Wwo
X (0) = Xo
Résolution générale: .
X(0) =vo
X (t) = Xmcos(met +/ )
: Vo
tan/ =- ————
Wo™ Xo
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Avec |’ é&ude énergétique :

Ep(X) = Eps :%k(x- l0)?

Ep(X) :%kx2 :%m’ ' X?

D'oul Em:%mxz+%m' w>” X2

On auradonc un état lié et périodique.

Em dépend des conditionsinitiales.

Equipartition del’ énerqgie dans un oscillateur har monique :

m X ? dt :%Em

Donc < Ec>=< Em>= % Em

Conclusion :

Oscillateur harmonique rime avec :



* X+1mPX =0 avec W2=5
m

FEm=imX2+im we? X2

2 2
* Em dépend des conditionsinitiales.
* Em ne dépend pas de la période.

*<Ec>=< Ep>=%Em

2) Portrait de phase de |’ oscillateur harmonique

Plan de phase avec (X’ et X) comme variables. On obtient une
ellipse dans le cas de I’ oscillateur harmonique a un degré de
liberté. Latrgjectoire de phase est fermée donc |le mouvement est
périodique.

En changeant de variables (X’ /wq et X), on obtient I’ équation
d’un cercle de rayon X,,.

Exemple de portrait de phase du pendule :
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l'application logistigue
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3) Définition genérale del’ oscillateur harmonique

Soit un systeme conservatif a un degré de liberté noté x
(homogéne a une longueur). |l existe dans ce cas une position
d’ équilibre stable notée x..

Par une approximation, en éudiant les petits mouvements au
voisinage de la position d’ équilibre, on peut se ramener a
I’ équation d’ un oscillateur harmonique.

Rappel : Développement limitéd’ ordre 2

2

f(x+h)=f(x)+h" f '(x)+h7' f (%)

I1) Oscillateur harmonique amorti
1) Equation du mouvement

On reprend le méme méthode que précédemment en rajoutant

des frottements fluidesdu type: | f =-a an

Equation du mouvement :

x+2x+Kx =0
m m

X+2/ X+m?X =0 avec w2 =X e 2/ =
m

Onintroduit Q = il
2/

Au final, 5<+% X+ X =0

a
m



Résolution :
On distingue trois cas :
- S Q< 1/2 dorson aun régime apériodique.

- S Q= 1/2 dorson aun régime apériodique critique.
- S Q> 1/2 dorson aun régime pseudo périodique.

2) Portrait de phase

Em:EmX2+1m' we?” X?

d(Em) = dW(f)=-a X" dx=-a X dt<0

S Q> 1/2 dorsle portrait de phase est une spirale avec I’ origine
comme point attracteur.

Portrait de phase dans un régime pseudo périodique



Si Q< 1/2 dorson est dans le régime apériodique et doncon n’'a
pas d’ oscillations. On se dirige directement vers le point
attracteur.
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Portrait de phase dans un régime apériodique



