L es polynomes

Dans tout ce cours, on notera:

- K= ou
p . q K
-P= aX"etQ= aX" deux polynémes quel conques

k=0 k=0

- coefficient d'indice k du polynéme P : coeff(k, P) = &

1) L’algébre (K[X], +, ¢, X)
A] Définitions
1) Polyndmes a une indéterminée

Définition : Un polynéme a coefficients dans K se présente sous
laforme: P=a+aX +...+aX" ou(as ay,...,an) 1 K™,

P= aX'= axX®

ki k=0

On le note aussi ;

Laliste (as,ay,...,an)T K™ et lasuite des coefficients de P. Ce
sont des scalaires. |l s agit d’ une suite de support fini, c@st-a-
dire que apartir d’un certain rang, lestermes de la suite sont
nuls.

Un polynéme est défini de maniére unique par la donnée de ses
coefficients dans un certain ordre. Deux polynémes sont égaux
S et seulement s ils ont laméme suite ordonnée de coefficients.

L’ indéterminée est X. Ce n’est pas un nombre. C’ est un nouvel
objet et qui pourra étre remplacé par un réel, un complexe voire
une matrice carrée ou un autre polynéme.




On parle de mondéme quand tous | es coefficients sont nuls sauf
un seul (Exemple: P=5.X%.

Le polynéme nul est le polyndme dont tous | es coefficients sont
nuls.

P=0U "kl , coeff (k,P)=0

Donc P est non nul S au moins un de ses coefficients est non
nul.

2) Degré — Coefficient dominant

Définition :
- Par convention, | deg(0) = - ¥

- [SPT K[X],P* 0, alors deg(P) = maqki /coeff (k,P)* 0}

- Le coefficient dominant d’ un polyndéme non nul est le
coefficient du mondme de plus haut degré.

Remarque :

P10U deg(P)I
P= axX®
Si ki aors deg(P) £n
"k>na=0
 P= ax®
deg(P)=nU K
ant0

Un polyndme est unitaire si son coefficient dominant est 1.

Remarque : Les polynémes de degré 0 exactement sont des
polyndmes constants non nuls. L es polyndmes constants sont les
polyndémes de degré inférieur ou égal a0.



nl , K[ X]={PT K[X]/deg(P) £ n}

Ko[X] :{ao,aoT K}
Exemples:  rx1={a+bx,(a,b)l K2

Tous les K[ X] contiennent le polyndéme nul et aussi tous les
polyndmes constants. De plus, K [X] T K+ 1[X].

3) Fonctions polynomiales — Substitution

Définition : Soit P un polyndme. Lafonction polynomiale
associeeaPest:

Fo: K® K
X ax = P(X)
k=0

Une rédaction rigoureuse empéchera toute confusion :

"xI ,P(x) =2x*+1 (fonction polynomiae)
P=2X%+11 K[X] (le polynbme)

K[X]® E(K,K)

L’ application - est injective.
P

Soit (A, +, x* ) une K-Algéebre d’ é éments neutre e pour laloi
* S P=a+aX+..+aX"ets 1 Aaorsonnote:

P@=a e+taa+..+aa"l A

P( ) est I’élément de A obtenu en substituant ax.



B] Opérations sur les polyndmes
1) Structure d’ espace vectoriel de K[ X]

Définition : Soit P et Q deux polynémes de K[X] alors:

max(p,q) a=0s k>
P+Q= (ax+ b ) X avec _ P
k=0 bk =0s k>q

Soit Pun polynémedeK[X] et T K alors:

p
IP= /(a)X*

k=0

Théoréme:
- (K[X], +, -) est un K-ev de référence.
- K[X] n’admet pas de famille génératrice finie. Il est donc de
dimension infinie.

deg(P)si /1 0
¥s§/=0

" (P,Q)T K[X]*, deg(P +Q) £ max(deg P, degQ)

Si deg(P) = deg(Q) aors deg(P + Q) = max(deg P, deg Q)

"(P,Q)T K[X]%" /1 K,deg(/P) =

Remarque : Si deg(P) = deg(Q) alorsle degré de (P + Q) dépens
des coefficients dominants.

Soitn
- Ky[X] est un sous espace vectoriel de K[X].
- Lafamille(A, X, X?, ..., X") est une base de K, [X]. C'est la
base canonique de K[ X].

Remarque : K,[X] est dedimension (n + 1)

Soit T K, I'application « évaluation en x » est une forme
linéaire sur K[X] :



K[X]® K
P P(a)

(P+Q)(a) =P(a)+Q(a)

CPQUEKIXESIT K o2y =/ Pa)

Soit (Py, ..., P,) une famille de K[ X].
" (i, )T (ILnf)*, P2 0,it ] deg(P)* deg(P) aorsla
famille (P, ..., P,) est libre dans K[ X].

Soit (Py, ..., P,) une famille échelonnée en degré :
"il [|0,n][], deg(P)) =i alors cette famille est une base de K[ X].

Remarque : Avec le cours sur le dimension finie, on pourradire
gue si une famille est libre avec n + 1 vecteurs dans K[ X] qui
est dedimension n + 1 alors ¢’ est une base de K, [ X].

2) Produit des polyndmes

Définition : Soit P et Q deux polynémes de K[X] alors:

Pra -k a=0si>
(PQ) = abe.: ~ X* avec P
k=0 =0 b«-i=0s k-i>q

Théoreme: (K[X], +, X) est un anneau dont |’ élément neutre
pour laloi x est le polynéme constant a 1.
Deplus, (K[X], +, -, X) est une K-Algébre.

" (P,Q)T K[X]*, deg(PQ) = deg(P) +deg(Q)

L e coefficient dominant de (PQ) est le produit des coefficients
dominantsde P et Q.

"PT K[X],"ml , deg(P™)=m" deg(P)




Conséguence : K[ X] n’est pas stable par produit donc ce n’ est
pas une sous algebre.

"(P,Q)T K[X]?, PQ=0 (P=00uQ=0)
"(P,Q,R)T K[X]},P1 0 s PQ=PRdorsQ=R

Les éléments inversibles dans K[X] sont les polyndémes
constants non nuls.

"al K, K[X]® K  estun morphisme d@gébre
P P(a)

" (P,Q)I K[X]*, (PQ)(a)=P(a)Q(a)

3) Composition des polynémes

Définition : Soit P et Q deux polynémes de K[X] alors:

P Q= p aQ = as+ aQ(X) +...+ apQP (X)

k=0

" (P, QT K[X]*Q* 0 deg(P Q)=deg(P)" deg(Q)
" (P,QIT KIX]%," al K, (P Q)@)=P(Q(a))

4) Dérivation des polyndmes

Définition : Soit P un polyndme de K[X] adors:

p
P& k™ aXk?

k=0




"P1 K[X],deg(P) 3 1, deg(P®=deg(P)- 1
"PT K[X],deg(P) =0, deg(P®=-¥

- L’application « dérivation » est un endomorphisme de K[X].

" (P,QT K[X%" (/,mI K*
(/P+mM)& /P® DO

" (P,Q)I K[X]*, (PQ)&GP@Q+Q@®
" (P,Q)1 KIXT%, (P Q& QO(PEQ)
" (P,QI KIX]%," kT 7, (Q)&k  QoQ“!

- Soit P un polynéme de K[X]. Les dérivées successives de P sont

définies par récurrence :

PO — =3 PO = PO....," JT , pQ) :(p(j-l))@

" P K[X],deg(P)* j, deg(P"”)=deg(P)- ]
"PI K[X],deg(P)=0, deg(P")=-¥
"PT K[X],deg(P)+1£ j, PV =0

- Formulede Lebniz:

"(PQT KX ml |, (PQ™ =" T PUQY

- Formulede Taylor :




n (k)
P K[X]" al K, P(X)= @) x_ gy
o K
- - " PM(a)
ou " PTK[X]," al K, P(X+a)=  —— EIX!
k=0 .

. PY(0
On retrouve le fait que : | COEff (j, P) =%

Remarque: (1, X — , (X = )? ..., (X - )" est une base de
K[ X] car ¢’ est une famille génératrice (d' apres laformule de
Taylor) et ¢’ est une famille libre (car famille échelonnée en

degré).
C] Division
1) Multiples et diviseurs

Définition : Soit (A, B) T K[X]? A et divisible par B si il
existe Q1 K[X] tel que: A =BQ

Onnote: B |A et « | »selit «divise»

SiB=0adorsB |A équivaut aA =0 et Q quelconque.
SiB?! Odorsil existeun Q uniquetel que: A =BQ

Soit (A, B,C)1 K[X]°avecA1 0,B1 0,C1 0
- S B|A aorsdeg(B) £ deg(A) (réciproque fausse !)
- Lareation « divise » est transitive :
S A|BetB|CadosA|C
- SiA|BetB|Adors$ T K /A= B
Cen’est pas une relation antisymétrique.
- SiA|Betsideg(A)=deg(B)dors$ 1 K'/A= B

Dé&finition : Soit (A, B) T K[X]>
AetBsontassociéss:$ 1 K'/A= B

Larelation « étre associée » est une relation d’ équivalence.



2) Division euclidienne

Th-Def : Soit (A, B) T K[X]? B Oalorsil existe un unique
couple (Q, R) T K[X]*tel que:

A=BQ+R
deg(R) < deg(B)

Notation : Quotient deladivisonde A par B : AdivB
Reste deladivision de A par B : Amod B

Soit (A, B) T K[X]?avec B non nul. A est divisible par B si et
seulement s leresteest nul : A mod B =0

Soit PT K[X] et T K.LerestedeladivisiondeP par (X — )
est le polynéme constant a P( ).

I1) Fonctions polynomiales et racines

A] Racines d’ un polynéme

1) Existence
Définition : Soit PT K[X]. Uneracine de P est un scalaire tel
queP( )=0.
SoitP1 [X].S 1 estracinedePaors estauss racine
deP.

Théoréme : (d' Alembert — Gauss). Tout polyndme non constant
admet au moins une racine complexe.

Un polyndme a coefficients réels de degré impair admet au
moins une racine réelle.



2) Factorisation

Théoréme: Soit PT K[X]et T K. estracinedePsi et
seulements (X — ) |P

Tout polynéme dedegréni ~ admet au plus n racines
complexes distinctes.

3) Racines multiples — Ordre de multiplicité

Définition : Soit PT K[X], T Ketkl

- estuneracine multiplede P lorsque (X — )?|P

- Danscecas, ondit que estuneracined ordrek
exactementsik=max{ii ~/(X- )"|P}. Autrement dit,
k est I’ordre de multiplicité de s et seulement si
X- )|Pet(x- )" *nedivisepasP.

-S  estracine de P d’ ordre de multiplicité 1 aors ont dit que

est une racine simple de P.

Remarque: (X — )“|P U  est racine d'ordre au moins k de P.
P=(X-a)Q
Q(a)* 0

a racine dordre k exactement U

Application : Si P est non nul et admet une racine d ordre k
alorsdeg(P) 2 k. Si Pest le polyndéme nul alorson peut dire que
pour tout T K est racine avec un ordre infini.

S Padmetrracines 4, ..., ,distincteset d’ ordrede
multipliciték,, ...k, aors P est divisible par

X- D)X= ) (x= )

En particulier, deg(P) 3 ky + ... + k;

Tout polynéme de degré n admet au plus n racines comptées
avec multiplicité. Donc une racine d ordre k est comptée k fois.

Théoreme : Caractérisation de I’ ordre de multiplicité par les
dérivées successives.

Soit Punpolyndmeet T Ketkl “aors estracinedeP
d'ordrek si et seulement si :



P(a)=0, P@)=0,.., P*(a)=0
PM(a)* 0

En particulier, estracinesmpledePsiP( )=0etP( )* 0.

Soit Punpolynémeet 1 \ . estracined ordrek dePsi et
seulement s est racined’ ordre k de P.

Donc|(x - Y x- Y|P U x= )X|P

B] Polynémes scindés
1) Définition — Casréel et complexe

Définition : Un polyndéme est dit scindé si il est delaforme:

P:/CG)(X- a), /1T K', (ay...,an)] K"

k=1

est le coefficient dominant et a, ..., a, sont les racines de P.

Théoréme:
- Tout polynéme est scindé dans
- Soit P un polynéme alors P est toujours le produit d’un

polynéme scindé sur et d’un polynéme a coefficients
réels sans racines réelles.
- Enparticulier, s deg(P) = n et si P admet nracinesréelles

(avec multiplicité) alors P est scindé sur

Soit P =/ (X - b)*...(X - bn)""un polynéme scindé alors les
diviseurs de P sont de laforme::

R=mX-b)"...(X-bm)™, M K ,"il [|[Lm], O£l £k




2) Relations entre coefficients et racines d’ un polynéme
scindé

Définition : (Fonctions symétriques). Soit (Xy, ..., X,) I K" dors
pour tout kT [|1, n[], on note::

Sk = Xii Xi2 ... Xk
1£i1£.. . £ikENn

C’est lakieme fonction symétrique associée a (Xy, ..., Xp).

Théoréeme : Soit P un polynébme scindé de degré n. Laliste de
ses racines (avec multiplicité) sont les (ay, ..., a,) 1 K"etona:

« Coeff (n- k,P)
/

“KI[ILn]l, sk=(-1)

[11) Décomposition en produit de facteurs premiers
irreductibles

1) Polynbmesirréductibles

Définition : Soit P un polyndme non constant. On dit que P est
réductible s'il existe un couple (Q, R) tel que :

deg(Q)® 1, deg(R): 1
P=QR

Dansle cas contraire, ce polyndéme est irréductible c@st-a-dire
gue si P= QR aors nécessairement le degré de P est nul ou le
degré de Q est nul (deg(P) = 0 ou deg(Q) = 0).

Soit P un polyndme non constant. Parmi les diviseurs de P, tout
polyndme non contant de degré minimal est réduit.



Théoréme:
- Lespolynémesirréductiblesde [X] sont les polynémes de
degré 1.

- Lespolynémesirréductiblesde [X] sont les polyndmes de
degré 1 et ceux de degré 2 sans racinesréelles.

Conséguence : Tout polyndme a coefficients complexes de degré
supérieur ou égal a2 est réductible et méme scindé et peut
s écrire comme produit de facteurs irréductibles.

2) Décomposition irréductible dans [X]

Théoreme:

- Soit PI  [X] un polyndme non constant qui N’ a pas de
racines réelles alors P est |e produit de polynbmes
irréductibles de degré 2.

- Tout polynéme non constant de  [X] peut s écrire comme
produit de facteurs irréductibles.

M éhode pour réduire un polynéme:

- Penser a mettre le coefficient dominant devant la
décomposition.

- On cherche lesracinesréelles de P avec leur ordre de
multiplicité. On obtient que P est divisible et quele
guotient Q de cette division ne possede pas de racines
réelles (et son degré est pair).

- On cherche les racines complexes de Q avec leur ordre de
multiplicité. Q est un polyndme unitaire (car le coefficient
dominant est déja en facteur).

- On rassemble |e tout et on obtient la décomposition de P en

facteursirréductibles.

Astuce pour décomposer les polyndmesbicarrés (avec < 0)

Cas général :



X*+axX2+b=(X2++/b)?- 2JbX? +ax?
=(X?++b)*- X*(2Vb- a)
= (X% +42Jb - aX +v/b)(X?- \J2Jb - aX +/b)

Exemple:

X4+ X?+1=(X?+41)- 2X*7+ X? =(X?+ X +D)(X?*- X +1)




