
Les polynômes 
 
 
                     Dans tout ce cours, on notera : 

                           -  K =  �  ou  �  

                           - 
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p q

k k
k k

k k

P a X Q a X
= =
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                           -  coefficient d’ indice k du polynôme P : coeff(k, P) = ak  
 

I) L’algèbre (K[X], +, • , x) 
 
         A] Définitions 
 

1) Polynômes à une indéterminée 
 

·  Définition : Un polynôme à coefficients dans K se présente sous 

la forme : 0 1 ... n
nP a a X a X= + + +  où 0

1
1( , ,..., ) n

na a a K +Î . 
 

On le note aussi :  
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·  La liste 0

1
1( , ,..., ) n

na a a K +Î est la suite des coefficients de P. Ce 
sont des scalaires. Il s’agit d’une suite de support fini, c©est-à-
dire que à partir d’un certain rang, les termes de la suite sont 
nuls. 
 

·  Un polynôme est défini de manière unique par la donnée de ses 
coefficients dans un certain ordre. Deux polynômes sont égaux 
si et seulement si ils ont la même suite ordonnée de coefficients. 
 

·  L’ indéterminée est X. Ce n’est pas un nombre. C’est un nouvel 
objet et qui pourra être remplacé par un réel, un complexe voire 
une matrice carrée ou un autre polynôme. 
 



·  On parle de monôme quand tous les coefficients sont nuls sauf 
un seul (Exemple : P = 5.X4). 
 

·  Le polynôme nul est le polynôme dont tous les coefficients sont 
nuls. 
 

 0 ,  ( , ) 0P k coeff k P= Û " Î =�   
 
Donc P est non nul si au moins un de ses coefficients est non 
nul. 

 
 

2) Degré – Coefficient dominant 
 

·  Définition : 
    -  Par convention,  deg(0) = - ¥   
 
    -   Si [ ], 0, deg( ) max{ / ( , ) 0} alors P K X P P k coeff k PÎ ¹ = Î ¹�   
 
    -  Le coefficient dominant d’un polynôme non nul est le 
       coefficient du monôme de plus haut degré. 
 
Remarque :  
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·  Un polynôme est unitaire si son coefficient dominant est 1. 

 
Remarque : Les polynômes de degré 0 exactement sont des 
polynômes constants non nuls. Les polynômes constants sont les 
polynômes de degré inférieur ou égal à 0. 
 



·   ,  [ ] { [ ] / deg( ) }nn K X P K X P n" Î = Î £�   
 

Exemples : 
0 0 0
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Tous les Kn[X] contiennent le polynôme nul et aussi tous les 
polynômes constants. De plus, Kn[X] Ì  Kn + 1[X]. 

 
 

3) Fonctions polynomiales – Substitution  
 

·  Définition : Soit P un polynôme. La fonction polynomiale 
associée à P est :  
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Une rédaction rigoureuse empêchera toute confusion : 
 

 

2

2

, ( ) 2 1 (fonction polynomiale)

2 1 [ ] (le polynôme)

x P x x

P X K X

" Î = +
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L’application 
[ ] ( , )

      p

K X F K K

P F

®

�
 est injective. 

 
 

·  Soit (A, +, x*  · ) une K-Algèbre d’éléments neutre e pour la loi 
* . Si 0 1 ... n

nP a a X a X= + + +  et si �  Î  A alors on note : 
 

 0 1( ) ... n
nP a e a a Aa a a= ´ + + + Î   

 
P(� ) est l’élément de A obtenu en substituant �  à x. 

 
 
 



         B] Opérations sur les polynômes 
 

1)  Structure d’espace vectoriel de K[X] 
 
·  Définition : Soit P et Q deux polynômes de K[X] alors : 
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·  Soit P un polynôme de K[X] et �  Î  K alors : 
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·  Théorème : 

    -  (K[X], +, · ) est un K-ev de référence. 
    -  K[X] n’admet pas de famille génératrice finie. Il est donc de 
       dimension infinie. 
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Si deg(P) = deg(Q) alors deg(P + Q) = max(deg P, deg Q) 
 
Remarque : Si deg(P) = deg(Q) alors le degré de (P + Q) dépens 
des coefficients dominants. 
 

·  Soit n Î  �  
    -  Kn[X] est un sous espace vectoriel de K[X]. 
    -  La famille (A, X, X2, …, Xn) est une base de Kn[X]. C’est la 
       base canonique de Kn[X]. 
 
Remarque : Kn[X] est de dimension (n + 1) 
 

·  Soit �  Î  K, l’application « évaluation en x » est une forme 
linéaire sur K[X] : 
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·  Soit (P1, …, Pn) une famille de K[X]. 

( )2
( , ) [|1, |] ,  0,  deg( ) deg( )i i ji j n P i j P P" Î ¹ ¹ � ¹  alors la 

famille (P1, …, Pn) est libre dans K[X]. 
 
Soit (P0, …, Pn) une famille échelonnée en degré :  

[|0, |], deg( )ii n P i" Î = alors cette famille est une base de Kn[X]. 
 
Remarque : Avec le cours sur le dimension finie, on pourra dire 
que si une famille est libre avec n + 1 vecteurs dans Kn[X] qui 
est de dimension n + 1 alors c’est une base de Kn[X]. 

 
 

2)  Produit des polynômes 
 
·  Définition : Soit P et Q deux polynômes de K[X] alors : 
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·  Théorème : (K[X], +, x) est un anneau dont l’élément neutre 

pour la loi x est le polynôme constant à 1. 
De plus, (K[X], +, · , x) est une K-Algèbre. 
 

·   
2( , ) [ ] ,  deg( ) deg( ) deg( )P Q K X PQ P Q" Î = +   

 
Le coefficient dominant de (PQ) est le produit des coefficients 
dominants de P et Q. 
 

 [ ], ,  deg( ) deg( )mP K X m P m P" Î " Î = ´�   
 



Conséquence : Kn[X] n’est pas stable par produit donc ce n’est 
pas une sous algèbre. 
 

·   
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Les éléments inversibles dans K[X] sont les polynômes 
constants non nuls. 
 

·   
,   [ ]        est un morphisme d©algèbre
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2( , ) [ ] ,  ( )( ) ( ) ( )P Q K X PQ P Qa a a" Î =   

 
 

3)  Composition des polynômes 
 
·  Définition : Soit P et Q deux polynômes de K[X] alors : 
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4)  Dérivation des polynômes 
 
·  Définition : Soit P un polynôme de K[X] alors : 
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·   
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·  L’application « dérivation » est un endomorphisme de K[X]. 
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·  Soit P un polynôme de K[X]. Les dérivées successives de P sont 

définies par récurrence : 
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·  Formule de Leibniz : 
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·  Formule de Taylor : 
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On retrouve le fait que :  
( ) (0)

( , )
!

jP
coeff j P

j
=   

 
Remarque : (1, X – � , (X – � )2, …, (X - � )n) est une base de 
Kn[X] car c’est une famille génératrice (d’après la formule de 
Taylor) et c’est une famille libre (car famille échelonnée en 
degré). 
 

 
         C] Division 
 

1)  Multiples et diviseurs 
 

·  Définition : Soit (A, B) Î  K[X]2, A est divisible par B si il 
existe Q Î  K[X] tel que : A = BQ 
 
On note : B | A et «  |  » se lit « divise » 
 
Si B = 0 alors B | A équivaut à A = 0 et Q quelconque. 
Si B ¹  0 alors il existe un Q unique tel que : A = BQ 
 

·  Soit (A, B, C) Î  K[X]3 avec A ¹  0, B ¹  0, C ¹  0 
    -  Si B | A alors deg(B) £  deg(A) (réciproque fausse !) 
    -  La relation « divise » est transitive : 
       Si A | B et B | C alors A | C 
    -  Si A | B et B | A alors  $ �  Î  K* / A = � B 
       Ce n’est pas une relation antisymétrique. 
    -  Si A | B et si deg(A) = deg(B) alors $ �  Î  K* / A = � B 
 

·  Définition : Soit (A, B) Î  K[X]2. 
A et B sont associés si : $ �  Î  K* / A = � B 
 
La relation « être associée » est une relation d’équivalence. 

 



 
2)  Division euclidienne 

 
·  Th-Def : Soit (A, B) Î  K[X]2, B ¹  0 alors il existe un unique 

couple (Q, R) Î  K[X]2 tel que : 
 

 deg( ) deg( )

A BQ R

R B

= +�
�

<�   

 
·   Notation : Quotient de la division de A par B : A div B 

                  Reste de la division de A par B : A mod B 
 
·  Soit (A, B) Î  K[X]2 avec B non nul. A est divisible par B si et 

seulement si le reste est nul : A mod B = 0 
 

·  Soit P Î  K[X] et �  Î  K. Le reste de la division de P par (X – � ) 
est le polynôme constant à P(� ). 

 
 

II) Fonctions polynomiales et racines 
 
         A] Racines d’un polynôme 
 

1) Existence 
 

·  Définition : Soit P Î  K[X]. Une racine de P est un scalaire �  tel 
que P(� ) = 0. 
 

·  Soit P Î  � [X]. Si �  Î  �  est racine de P alors �  est aussi racine 
de P. 
 

·  Théorème : (d’Alembert – Gauss). Tout polynôme non constant 
admet au moins une racine complexe. 
 

·  Un polynôme à coefficients réels de degré impair admet au 
moins une racine réelle. 

 
 



2) Factorisation 
 

·  Théorème : Soit P Î  K[X] et �  Î  K. �  est racine de P si et 
seulement si (X – � ) | P 

·  Tout polynôme de degré n Î  � * admet au plus n racines 
complexes distinctes. 

 
3) Racines multiples – Ordre de multiplicité  

 
·  Définition : Soit P Î  K[X], �  Î  K et k Î  � * 

    -  �  est une racine multiple de P lorsque (X – � )2 | P 
    -  Dans ce cas, on dit que �  est une racine d’ordre k 

       exactement si k = max{ i Î  � * / (X – � )i | P} . Autrement dit,  
       k est l’ordre de multiplicité de �  si et seulement si  
       (X – � )k | P et (X – � )k + 1 ne divise pas P.  
    - Si �  est racine de P d’ordre de multiplicité 1 alors ont dit que 
      �  est une racine simple de P. 
 
Remarque : (X – � )k | P  Û  �  est racine d’ordre au moins k de P. 
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·  Application : Si P est non nul et admet une racine d’ordre k 

alors deg(P) ³  k. Si P est le polynôme nul alors on peut dire que 
pour tout �  Î  K est racine avec un ordre infini. 
 

·  Si P admet r racines � 1, …, � r distinctes et d’ordre de 
multiplicité k1, …,kr alors P est divisible par 
(X – � 1)

k1 (X – � 2)
k2 … (X – � r)

kr . 
 
En particulier, deg(P) ³  k1 + … + kr 
 
Tout polynôme de degré n admet au plus n racines comptées 
avec multiplicité. Donc une racine d’ordre k est comptée k fois. 
 

·  Théorème : Caractérisation de l’ordre de multiplicité par les 
dérivées successives. 
 

Soit P un polynôme et �  Î  K et k Î  � * alors �  est racine de P 
d’ordre k si et seulement si : 
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En particulier, �  est racine simple de P si P(� ) = 0 et P’ (� ) ¹  0. 
 

·  Soit P un polynôme et �  Î  �  \ � . �  est racine d’ordre k de P si et 

seulement si �  est racine d’ordre k de P. 
 

Donc  (X – � )k (X – � )k | P  Û  (X – � )k | P  

 
 
         B] Polynômes scindés 
 

1)  Définition – Cas réel et complexe  
 

·  Définition : Un polynôme est dit scindé si il est de la forme : 
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�  est le coefficient dominant et a1, …, an sont les racines de P. 
 

·  Théorème : 

    -  Tout polynôme est scindé dans � . 
    -  Soit P un polynôme alors P est toujours le produit d’un 

        polynôme scindé sur �  et d’un polynôme à coefficients 
        réels sans racines réelles. 
    -  En particulier, si deg(P) = n et si P admet n racines réelles 

       (avec multiplicité) alors P est scindé sur � . 
 

·  Soit 1
1( ) ...( )k kn

nP X b X bl= - - un polynôme scindé alors les 
diviseurs de P sont de la forme :  
 

1
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*( ) ...( ) , , [|1, |],  0l lm
m i iR X b X b K i m l km m= - - Î " Î £ £

 



2)  Relations entre coefficients et racines d’un polynôme 
scindé 

 
·  Définition : (Fonctions symétriques). Soit (x1, …, xn) Î  Kn alors 

pour tout k Î  [|1, n|], on note : 
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C’est la kième fonction symétrique associée à (x1, …, xn). 
 

·  Théorème : Soit P un polynôme scindé de degré n. La liste de 
ses racines (avec multiplicité) sont les (a1, …, an) Î  Kn et on a : 
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III) Décomposition en produit de facteurs premiers 
irréductibles 
 
1) Polynômes irréductibles 

 
·  Définition : Soit P un polynôme non constant. On dit que P est 

réductible s’ il existe un couple (Q, R) tel que :  
 

 

deg( ) 1,  deg( ) 1Q R

P QR

³ ³�
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Dans le cas contraire, ce polynôme est irréductible c©est-à-dire 
que si P = QR alors nécessairement le degré de P est nul ou le 
degré de Q est nul (deg(P) = 0 ou deg(Q) = 0). 
 

·  Soit P un polynôme non constant. Parmi les diviseurs de P, tout 
polynôme non contant de degré minimal est réduit. 



·  Théorème :  

    -  Les polynômes irréductibles de � [X] sont les polynômes de 
       degré 1. 

    -  Les polynômes irréductibles de � [X] sont les polynômes de 
       degré 1 et ceux de degré 2 sans racines réelles. 
 
Conséquence : Tout polynôme à coefficients complexes de degré 
supérieur ou égal à 2 est réductible et même scindé et peut  
s’écrire comme produit de facteurs irréductibles. 
 

2) Décomposition irréductible dans � [X] 
 

·  Théorème : 

    -  Soit PÎ  � [X] un polynôme non constant qui n’a pas de 
       racines réelles alors P est le produit de polynômes 
       irréductibles de degré 2. 

    - Tout polynôme non constant de � [X] peut s’écrire comme 
       produit de facteurs irréductibles. 
 

·  Méthode pour réduire un polynôme : 
 
    -  Penser à mettre le coefficient dominant devant la   
        décomposition. 
    -  On cherche les racines réelles de P avec leur ordre de 
        multiplicité. On obtient que P est divisible et que le 
        quotient Q de cette division ne possède pas de racines 
        réelles (et son degré est pair). 
    -  On cherche les racines complexes de Q avec leur ordre de 
        multiplicité. Q est un polynôme unitaire (car le coefficient 
        dominant est déjà en facteur). 
    -  On rassemble le tout et on obtient la décomposition de P en 
       facteurs irréductibles. 
 

·  Astuce pour décomposer les polynômes bicar rés (avec �  < 0) 
 
Cas général : 
 



4 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

( ) 2

( ) (2 )

( 2 )( 2 )

X aX b X b bX aX

X b X b a

X b aX b X b aX b

+ + = + - +

= + - -

= + - + - - +
 
Exemple :  
 

4 2 2 2 2 2 21 ( 1) 2 ( 1)( 1)X X X X X X X X X+ + = + - + = + + - +
 

 


