[es polynOmes — Fonctions et racines

Dans tout ce cours, on notera :
- K=Rou C

p q
_P=> aX"etQ= kz_:; aX * deux polyndmes quelconques

k=0
- coefficient d’indice k du polyndme P : coeff(k, P) = ay

I) Racines d’un polyndme
1) Existence

e Définition : Soit P € K[X]. Une racine de P est un scalaire o tel
que P(a) = 0.

e Soit P € IR[X]. Si a € C est racine de P alors ‘o est aussi racine
de P.

¢ Théoreme : (d’ Alembert — Gauss). Tout polyndme non constant
admet au moins une racine complexe.

e Un polyndme a coefficients réels de degré impair admet au
moins une racine réelle.

2) Factorisation

e Théoreme : Soit P € K[X] et a € K. a est racine de P si et
seulement si (X —a) | P

e Tout polyndme de degré n € IN" admet au plus 7 racines
complexes distinctes.



3) Racines multiples — Ordre de multiplicité

e Définition : Soit P € K[X],a € Ketke IN'
- o est une racine multiple de P lorsque (X — o)’ | P
- Dans ce cas, on dit que a est une racine d’ordre k

exactement si k = max{i € IN“/ (X - Ot)i | P}. Autrement dit,
k est I’ordre de multiplicité de a si et seulement si
X-a)*IPet(X-a)*" ne divise pas P.

- Si a est racine de P d’ordre de multiplicité 1 alors ont dit
que o est une racine simple de P.

Remarque : (X - oc)k | P < o est racine d’ordre au moins k de P.
P=(X-a)'Q
Q(a)#0

« racine d'ordre k exactement < {
e Application : Si P est non nul et admet une racine d’ordre k
alors deg(P) > k. Si P est le polyndme nul alors on peut dire que
pour tout o € K est racine avec un ordre infini.

e Si P admet r racines a, ..., o, distinctes et d’ordre de
multiplicité ky, ...k, alors P est divisible par
K- X)) ... X-a)".

En particulier, deg(P) > k; + ... + k,

Tout polyndme de degré n admet au plus n racines comptées
avec multiplicité. Donc une racine d’ordre k est comptée k fois.

e Théoreme : Caractérisation de I’ordre de multiplicité par les
dérivées successives.

Soit P un polynéme et a € K etk € IN" alors a est racine de P
d’ordre k si et seulement si :

P(a)=0, P(a)=0,..., P (a)=0
PP (a)#0

En particulier, a est racine simple de P si P(a) = 0 et P’(a) # 0.



e Soit P un polyndme et o € C\ R. a est racine d’ordre k de P si et
seulement si o est racine d’ordre k de P.

Donc |(X—a)* X- a)*IP & X-a)<IP

IT) Polyndmes scindés

1) Définition — Cas réel et complexe

e Définition : Un polyndme est dit scindé si il est de la forme :

P= AH(X —ar), Ae K', (a,...,an)€ K"
k=1

A est le coefficient dominant et a;, ..., a, sont les racines de P.

e Théoreme :

- Tout polynéme est scindé dans C.
- Soit P un polyndme alors P est toujours le produit d’un

polyndme scindé sur IR et d’un polyndme a coefficients
réels sans racines réelles.
- En particulier, si deg(P) = n et si P admet n racines réelles

(avec multiplicité) alors P est scindé sur IR.

o Soit P=AX —b)"...(X —b»)"" un polyndme scindé alors les
diviseurs de P sont de la forme :

R=u(X-b)"..(X-bn)",uc K NVie[ll,ml], 0<li<k




2) Relations entre coefficients et racines d’un polyndme
scindé

e Définition : (Fonctions symétriques). Soit (x, ..., x,) € K" alors
pour tout k € [I1, nl], on note :

Ok = Z XitX Xi2 X... X Xik

I<ii<..<ik<n

C’est la k ieme fonction symétrique associée a (Xj, ..., Xp).

¢ Théoreme : Soit P un polyndme scindé de degré n. La liste de
ses racines (avec multiplicité) sont les (a, ..., a,) € K" etona:

. coeff (n—k, P)

Vkelll,nl], or=(-1) P




