[Limites de fonction

Dans tout ce cours, on notera I et J deux intervalles de R

Définitions de la limite d’une fonction

1) Notions topologiques

o

e Définition : On appelle intérieur de I, noté I , I’ensemble I

privé de ses bornes.

De méme, on appelle adhérence de I, noté I , ’ensemble |
auquel on ajoute ses bornes.

Définition :
- Un voisinage d’un réel a est un ensemble qui contient un

. N E3
intervalle de la forme [a— o, a4+ a]Joutoe R™
- Un voisinage de + coest un ensemble qui contient un

intervalle de la forme [A, + o[ o0 A € R
- Un voisinage de — oo est un ensemble qui contient un

intervalle de la forme ]— o, A]ou A e R
Remarque : On aurait pu prendre des intervalles ouverts.
On dira qu’une fonction f définie sur I vérifie une propriété au

voisinage de a € I lorsqu’il existe V, un voisinage de a tel que f
vérifie cette propriété sur [NV,

2) Limites d’une fonction en un point

e Définition : Soit fune fonction définie surIetae [ etleR.
On dit que f admet une limite en a lorsque pour tout voisinage V,
de 1, il existe un voisinage V, tel que :



Vxe (INVa), f(x)e Vi
Ou (Vxel,xeVi)= f(x)eVi

¢ Théoréme : Soit f une fonction définie sur Ietae I .
- Si fpossede une limite en a alors elle est unique.
- Siae Ialors lim f(x)= f(a)

o Définition : « les 9 limites »

e Siae R, [e R alors
lim f(x)=l & Ve>0,da>0,Vxe I,

x—a

x—al<a=|f(x)-l|<e

® Siae R, [ =+co alors
lim f(x)=l & VA>0,30>0,Vxe I,

x—a

x—a‘Sa:f(x)ZA
® Siae R, [ =—co alors
lim f(x)=l ©VA<0,da>0,Vxe I,

xX—a

x—a‘SO{:f(x)SA

® Siae —o, [€ R alors
lim f(x)=1<Ve>0,3B<0,Vxe I, xS B=|f(x)-l|<e

x—a

® Siae —oo, | =+ alors
lim f(x)=l ©VA>0,dB<0,Vxe I, x<B= f(x)= A

x—a

® Siae —oo, | =—o0 alors
lim f(x)=l ©VA<0,dB<0,Vxe I, x<B= f(x)< A

x—a

® Siae +oo, [€ R alors
limf(x)=l & Ve>0,3B>0,Vxe I, x2B=|f(x)-I|<e

® Siae +oo, | =+ alors
lim f(x)=l ©VA>0,dB>0,Vxe I, x>2B= f(x)= A

x—a

® Siae +oo, [ =—co alors
lim f(x)=l ©VA<0,dB>0,Vxe I, x>2B= f(x)<A




e Théoréme : Soit fune fonctiondeIetae I ,1eR.

* Siae€ R alors 1imf(x)=lc>¥in(}f(a+h)=l

+ Sile R alors lim f(x) =1 < lim|f (x)—1|=0

e Théoréme : Soit f une fonction définie surIetae I ;1€ R.

Si lim f(x) =1 alors f est bornée au voisinage de a.

XxX—a

3) Limites a gauche et a droite

e Définition : Soit fune fonction définie surIetae I ,1e R.
Si fest définie sur un voisinage de a a gauche (resp. a droite), on
dit que [/ est limite de f'en a a gauche (resp. a droite) lorsque la
fonction fl 1n]—co,a (resp. f [ TA]a,+oo[ ) possede une limite en
a. Par unicité de la limite, ces limites sont uniques.

Pour les limites a gauche, on écrit :

® Si/ =+ alors

lim f(x)=l & VA>0,3a>0,Vxel, a—x<x<a= f(x)> A

x—a

e Sil/=— alors

lim f(x)=l & VA<0,Ja>0,Vxe l, a—x<x<a= f(x)< A

x—a

e Sil/e R alors

limf(x)=l©Ve>0,3a>0,Vxel, a—x<x<a=|f(x)-l|<e

xX—a

e Théoreme : Soit f une fonction définiesurletae I,le R.

lim f(x)=1 & lim f(x)=lim f(x)=1 et f(a)=1

x—a x—a x—a




4) Limite d’une fonction en un point intérieur en lequel elle
n’est pas définie

e Définition : Soita € I,1e R.etfune fonction définie sur I\
{a}. On dit que f admet comme limite / en a lorsque pour tout
voisinage V de [, il existe un voisinage V, de a tel que :

Vxe I\{a}, xe Vo= f(x)e Vi

e Théoreme : Avec ces hypotheses, la limite est unique.

e Théoreme : Avec ces hypotheses,

lim f(x) =1  lim f(x) = lim f(x)=1

x—a xX—a xX—a

IT) Propriétés des limites de fonctions

1) Caractérisation séquentielle

e Théoréme : Soit fune fonction définiesurl,ae [ etl e R.

lim f(x) =1 < e

xX—a

{Pour toute suite (x») de I telle que lim x»=a

ona: lim f(x:) =1

Remarque : Ce théoreme reste valable pour f définie sur I\ {a}.

2) Opérations sur les limites

e Définition : Soit fune fonction définie sur I a valeur dans J, g
une fonction définie sur J a valeurdans R,ae I ,be Jetce R.

Silim f(x)=5b et limg(x)=c alors lim(go f)(x)=c

x—a x—b

e Pour la somme et le produit, voir le cours sur les suites.



3) Passage a la limite et ordre

e Théoréme : Soit f, g deux fonctions définies sur I, ae I et
LI’ e R.

Si lim f(x)=[, limg(x)=["etf < g alors [ <[’

xX—a

Si lim f(x)=1[ etf <M alors [<M

Si lim f(x)=1[ etf >2M alors [>M

e Théoréme : Soit fune fonction définie surI,a e I et
ILMe R.

Si lim f(x)=1 etl/<M alors f <M

x—a

Si lim f(x)=1 et/>M alors f >M

xX—a

e Attention : IL faut bien respecter les inégalités larges et strictes
pour ces deux derniers théorémes : le premier concerne
uniquement les inégalités larges et le second les inégalités
strictes.

III) Théorémes d’existence de la limite

Soit f, g, h trois fonctions définies surI, ae I etle R.

e Théoreéme des gendarmes :

g < f < h au voisinage de a

I lim g (x) = lim h(x) =1 alors Tim f(x)=!

e Théoreme de minoration :




g < f au voisinage de a

S lim g = +oo alors !Cliral £(x) =400

xX—a

e Théoreme de majoration :

g 2 f au voisinage de a
Si lim g = —oo alors lim f(x) =—o0

x—a

e Théoreme de la limite monotone :

Soit f une application définie sur I et croissante.

Soitae I alors lim f(x) et lim f(x) existent et lim f(x) < f(x) < lim f(x)

lim f existe et est finie si f est minorée sinon elle vaut —oo
Inf I

lim f existe et est finie si f est majorée sinon elle vaut + oo
Sup I

Il existe un théoreme analogue pour les fonctions décroissantes.

IV) Extension au cas des fonctions complexes

e Définition : Soit fune fonction définie sur I a valeurs
complexes. On dit que f est bornée si :

3K >0/Vxel, |f(x)|<K

e Définition : Soit 1 € C. On dit qu’une partie V; de C est
voisinage de [ lorsque V) contient un disque :

D={xeC, |x-l|<poupeR™}

e Définition : Soit fune fonction définie sur I a valeurs

complexes, ae I etle C. On dit que fadmet / comme limite en
a lorsque pour tout voisinage V, de /, il existe un voisinage V, de




a tel que :

Vxel, xeVa= f(x)e Vi

Théoreéme : Soit f une fonction définie sur I a valeurs

complexes,ae [ etle C.

limRe( f)=Re(/)

lim f(x)=l <<
im /() lim Im( £) = Im(7)

On peut définir de la méme fagon la limite a droite ou a gauche
et la limite en un point a pour une fonction définie sur I — {a}.



