
Propriétés de l’ensemble des réels 
 
 
 

I) Structure de corps ordonné 
 

1) Opérations et relation d’ordre 
 

·  (� , +, x) est un corps commutatif. 
 

·  �  est muni d’une relation d’ordre  £  « inférieure ou égale » qui 
est totale. 
 

·  La relation d’ordre est compatible avec la structure de corps. On 
parle de corps ordonné. 
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·  La somme de réels positifs est un réel positif. Idem pour la 

somme de réels négatifs, c’est un réel négatif. 
 
 
 



2) Rappels sur la valeur absolue 
 

·  Définition :  
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Remarque : La distance entre deux réels x et y est : | x – y|. 

 
 

3) Rappels sur les inégalités triangulaires 
 

·  
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4) Rappels sur la fonction « partie entière » 

 
·  Définition : Soit x Î  � , la partie entière de x notée E(x) (ou [x]) 

est le plus grand entier relatif inférieur ou égal à x. 
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·  Soit a Î  � , 
(10 )
10

n

n

E a
 est un nombre décimal (fraction avec un 

numérateur relatif et un dénominateur sous la forme 10n) donne 
une valeur approchée de a à 10-n près. 

 
 

II) Majorations, minorations et bornes 
 

1) Notions de majorants, minorants, maximums et minimums 
 
                   Soit A une partie de �  : 

·  a Î  �  est un majorant si  ,  x A x a" Î £   
 

·  A est une partie majorée de �  si  / ,  a x A x a$ Î " Î £�   
 

·  b Î  �  est un minorant de A si  ,  x A b x" Î £   
 

·  A est une partie minorée de �  si  / ,  b x A b x$ Î " Î £�   
 

·  A est bornée si elle est majorée et minorée : 

 / ,  M x A x M+$ Î " Î £�   

 
·  Le maximum de A (s’ il existe) est le plus grand élément de A, 

c©est-à-dire le seul majorant de A appartenant à A. Il est noté :  
a = max(A). 
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·  A admet un maximum :  / ,  a A x A x a$ Î " Î £   
 



·  Le minimum de A (s’ il existe) est le plus petit élément de A, 
c©est-à-dire le seul minorant de A appartenant à A. Il est noté :  
b= min(A) 
 

 
min( )

,  

a A
b A

x A b x

Î�
= Û �

" Î £�   

 

·  A admet un minimum :  / ,  b A x A b x$ Î " Î £   
 
 

2) Bornes supérieures et bornes inférieures 
 
                   Soit X une partie de �  : 
 

·  Th-Déf (admis) : 
     -  Toute partie non vide majorée admet un plus petit 
         majorant, c©est-à-dire une borne supérieure notée Sup(X). 
     -  Toute partie non vide minorée admet un plus grand 
         minorant, c©est-à-dire une borne inférieure notée Inf(X). 
 

·  �  est la borne supérieure de X si et seulement si : 
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Remarque : Si X admet un maximum, alors sup(X) = max(X) 
 

·  �  est la borne inférieure de X si et seulement si : 
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Remarque : Si X admet un minimum, alors inf(X) = min(X) 
 

 
3) Intervalles 

 
·  Définition : Il y a 10 catégories d’ intervalles. 

      a)  Æ est un intervalle. 
      b)  les intervalles bornés : [a, b], ]a, b[, [a, b[ et ]a, b] 
      c)  les intervalles non bornés :  
           [a, +¥  [, ]a, +¥  [, ]- ¥ , b], ]- ¥ , b[, ]- ¥ , +¥ [ 
 

·  Vocabulaire : 
     [a, b] est un segment. 
     ]a, b[ est borné et ouvert. 
     [a, b[ et ]a, b] sont semi-ouverts. 
     [a, +¥  [ et ]a, +¥  [ sont des sections finissantes. 

          ]- ¥ , b] et ]- ¥ , b[ sont des sections commençantes 
 
Remarques : 
     a)  Un intervalle fermé est un intervalle qui contient sa ou ses 
          borne(s) éventuelle(s). 
     b)  Un intervalle ouvert est un intervalle qui ne contient aucun  
          de ses bornes éventuelles 
     c)  [a, b[ et ]a, b] sont ni ouverts, ni fermés. 
     d)  Le complémentaire d’un intervalle non borné est un 
           intervalle. Mais le complémentaire d’un intervalle borné non 
           vide n’est pas un intervalle. 
 
·  Paramétrage d’un segment :  [ , ] { (1 ) ,  0 1}a b t a tb t= - + £ £   

C’est une application bijective de [0, 1] dans [a, b]. 
 

·  Tout intervalle I de �  vérifie :  2( , ) ,  ,  [ , ]x y I x y x y I" Î £ Ì   

Cela signifie que tout intervalle de �  est une « partie convexe » 

de � . 
 



Toute partie non convexe n’est pas un intervalle.   � * n’est pas 

une partie convexe car -1 et 1 Î  � * et 0 Î  [-1, 1] mais 0 Ï  � * 

 
·  Tout intervalle non vide et majoré admet une borne supérieure 

comme extrémité droite (c’est un maximum si et seulement si 
l’ intervalle est fermé à droite). 
 
De même, tout intervalle non vide et minoré admet une borne 
inférieure comme extrémité gauche (c’est un minimum si et 
seulement si l’ intervalle est fermé à gauche). 
 

·  Toute partie convexe de �  est un intervalle. 
 
 

III) Rationnels et irrationnel – Partie dense 
 

1) Rationnels et irrationnels 
 

·  (� , +, x) est un corps commutatif mais il y a des parties non 

vides majorées de �  n’admettant pas de borne supérieure. 
 

·  Théorème : Entre deux réels quelconques, il y a toujours au 
moins un rationnel. 
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Entre deux réels quelconques, il y a toujours au mois un 
irrationnel. 
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Entre deux réels quelconques, il y a toujours une infinité de 
rationnels et d’ irrationnels. 



2) Partie dense 
 

·  Soit A une partie non vide de � .A est dense dans �  si on a : 
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·  Les sous groupes de(� , +) sont soit de la forme a�  avec a un 
réel positif (ce sont les sous groupes discrets) ou des ensembles 

denses dans �  (par exemple � , � ). 
 
 

IV) La droite numériquement achevée 
 

1) Définition 
 

·   { , }= È - ¥ +¥� �  . C’est la droite numérique achevée. 

·  On prolonge à � la relation £  : 

Si (x, y) Î  � 2, on garde la relation (x £  y) ou (y £  x). 

Pour tout x de � , - ¥  < x < + ¥  
- ¥  = min( � ) et + ¥  = max( � ) 

 
 

2) Opérations  
 

 
 
 


