Propriétés de |’ ensemble des réel s

)  Structure de corps ordonné

1) Opérations et relation d ordre

( ,+, X) est un corps commutatif.

est muni d'unerelation d’ ordre £ «inférieure ou égale » qui
est totale.

Lareation d’ ordre est compatible avec la structure de corps. On
parle de corps ordonné.

"(x,V,zt)T Y (XEyetzEt) X+zE£y+t
",y % xEyU -yE£-x
"(x, )T %"zl Y xEy X zEy z

Conséguences::

"(xy.zt)l 4 (OEXEyetOf£z£t) O0EX zEy't
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" (X,y)T ( )3, O<X£yU 13 1>0
Xy
"1 ()% xEy<o0 0>1sl
Xy

La somme de réels positifs est un réel positif. Idem pour la
somme de réels négatifs, ¢’ est un réel négatif.



2) Rappels sur lavaleur absolue

A i X3 0
. Définition:| " X1+ [} =max{x,-%} = i()?SI)'(XEO
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Remarque : Ladistance entredeux réelsx ety est: | x —y]|.

3) Rappels sur lesinégalités triangulaires

T % [+ Y EX Y
T2 X[ Ex+Y]
"ooTE M- Y EIx- V£ Y

"(x YT 2 [x+y=[x+]y| O sixetydemémesigne

"(x T 2 |X+|y|=|x+y] U s xetydesigneopposé

4) Rappels sur lafonction « partie entiere »

. Définition : Soitx 1, lapartie entiére de x notée E(x) (ou [x])
est le plus grand entier relatif inférieur ou égal ax.

E(x) = max{kl /KEX




E(X) £ x< E(X)
E(X)1
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Soital |

est un nombre décimal (fraction avec un

numérateur relatif et un dénominateur sous laforme 10") donne
une valeur approchée dea a10™ pres.

[1) Majorations, minorations et bornes

1) Notions de mgorants, minorants, maximums et minimums

Soit A une partie de
al  estunmaorant s

A est unepartiemajoréede si|dal /" xlI A xEa

bl estunminorantdeAs|" XI A DEX

A et une patie minoréede s | $b1 /" xT A bE X

~

"xI A XEa

~

~

A est bornée si elle est mgjorée et minorée :

$MT /" xT A

X £ M

Le maximum de A (S'il existe) est le plus grand éément de A,
c@est-a-dire le seul majorant de A appartenant aA. Il est noté :

a=max(A).

~

~ al
a=max(A) U

"xI A x£a

A

A admet un maximum :

$al A/"xl A x£a




Le minimum de A (S'il existe) est le plus petit éément de A,
c@est-a-dire le seul minorant de A appartenant aA. Il est noté :
b= min(A)

b=min(A) U

"xI A bE X

A admet un minimum : $bl A/"xI A bEx

2) Bornes supérieures et bornes inférieures

Soit X une partie de

Th-Déf (admis) :
- Toute partie non vide majorée admet un plus petit
majorant, c@st-a-dire une borne supérieure notée Sup(X).
- Toute partie non vide minorée admet un plus grand
minorant, c@st-a-dire une borne inférieure notée Inf(X).

est laborne supérieurede X si et seulement s :

"xI X, xXE/
"al ,sa</ dors$xl X/a<x£/
"xI X, x£/

ou | "al T $xI X//-e<x£E/

Remarque : S X admet un maximum, alors sup(X) = max(X)

est laborneinférieurede X s et seulement si :

"xI X, mE x
"al , s a>madors$xl X/ mEx<a




"xI X, mE x
Ou "ol . SxI X/mEx<mte

Remarque : S X admet un minimum, aorsinf(X) = min(X)

3) Intervalles

Définition : Il y a10 catégories d’intervalles.
a) /Aestunintervalle.
b) lesintervallesbornés: [a, b], ]a, b[, [a, b[ et ]a, b]
c) lesintervalles non bornés:
[al +¥[l ]a, +¥[’ ]' ¥’ b]’ ]' ¥’ b[’ ]' ¥l +¥[

Vocabulaire:
[a, b] est un segment.
]a, b[ est borné et ouvert.
[a, b[ et ]a b] sont semi-ouverts.
[a, +¥ [ et ]a, +¥ [ sont des sections finissantes.
]- ¥, b] et ]- ¥, b[ sont des sections commengantes

Remarques::
a) Unintervalefermé est unintervalle qui contient saou ses

borne(s) éventuelle(s).

b) Unintervalle ouvert est un intervalle qui ne contient aucun
de ses bornes éventuelles

c) [a b[ et]a, b] sont ni ouverts, ni fermeés.

d) Lecomplémentaire d’un intervalle non borné est un
intervalle. Mais le complémentaire d’ un intervalle borné non
vide n’est pas unintervalle.

Paramétrage d’un segment : | [&,b] ={(1- t)a+tb, O£t £]
C’est une application bijective de [0, 1] dans[a, b].

Tout intervallel de  vérifie:|" (x,Y)1 1%, x£y, [x,y]] |

Celasignifie que tout intervallede  est une « partie convexe »
de



Toute partie non convexe n’est pasunintervalle.  ~ n’est pas
une partie convexecar -1et 11 " et01 [-1, 1] maisO]

Tout intervalle non vide et majoré admet une borne supérieure
comme extrémité droite (' est un maximum si et seulement s
I’intervalle est fermé a droite).

De méme, tout intervalle non vide et minoré admet une borne

inférieure comme extrémité gauche (¢’ est un minimum si et
seulement s I’intervalle est fermé a gauche).

Toute partie convexede est unintervalle.

[11) Rationnels et irrationnel — Partie dense

1) Rationnels et irrationnels

( ,+, X) est un corps commutatif maisil y ades parties non
vides mgjoréesde n’admettant pas de borne supérieure.

Théoréme : Entre deux réels quelconques, il y atoujoursau
MOoiNs un rationnel.

! (X,Y)T ? X<y, $ri [X<r<y

Entre deux réels quelconques, il y atoujours au mois un
irrationnel.

"x, T % x<y, $zI -{ }/x<z<y

Entre deux réels quelconques, il y atoujours une infinité de
rationnels et d’irrationnels.



2) Partie dense

Soit A une partienonvidede .A estdensedans siona:

"W A x<y, Ixy C A £

Lessousgroupesde( , +) sont soit delaformea avecaun
réel positif (ce sont les sous groupes discrets) ou des ensembles

densesdans (par exemple , ).

V) Ladroite numériquement achevée

1) Définition

= E{-¥,+¥} | Cestladroite numérique achevée.

Onprolongea lardation £ :
Si(x,y)T 2 ongardelarelation (x £ y) ou(y £ ).

Pourtout xde , - ¥<x<+ ¥
-¥=min( )et+ ¥=max( )

2) Opérations

o Enfin, on compléte partiellement dans R les opérations de R (prolongeant I’addition et la multiplication) :

i) résultat de I’opération a+ b : ii) résultat de I"opération ax b :
i 9 BER | b==x T p=de Lo b=—w | heR’ b=0 belR b=+ |
Faam | a*E] == oy | 4% G | Nondeéfini | e
a=-o | -=» —m | Mon défini acR +mo axb 0 axbh —m
a=+w | +w | Nondéfini | +w a=0 | Nondéfini 0 0 0 Nen défini
ae ]R: —a0 axb 0 axb teo
I == " | Nondéfini | 4w o |




