[.e calcul matriciel

Dans tout ce cours,

- K désigne IR ou C.
- 0ij=1sii=jou0sii#](symbole de Kronecker)

I) Espaces vectoriels M, ,(K)

1) Rappel

A=(ai j)<
B=(bi j) <
A+ B=(aij)+ bi j)
AA=(Aai, j)i<i<ni<;=
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2) Matrices particulieres

¢ Une matrice carrée de format (n,n) est notée : M,(K)

¢ La matrice nulle de format (n,p) est notée : O, p) = (a;;) avec a;j =
0 pour tout i et j de [I1, nl] x [I1, pl]

¢ [a matrice élémentaire de format (n,p). Soit (i, j) €

(11, nl] x [I1, pl] fixé alors :

0

Eij=

0

" le Ma (K

Dans M, ,(K), il y a n.p matrices €lémentaires.



Famille des matrices élémentaires :

(EiisBios oo s BipsBans oo s Eop s Enis oot s Enp)
Pour i et j fixés,
ak, 1 =1

Ei,j:(ak,l)lskSn,lslSp: . . .
ak,i=0 sik#i ou [# ]

Donc, V(k,l)e[l1,nl]X[I1, pl] le coefficient
d'indice (k,]) est: ax.i=0i.xXd;.i

Dans M (K), si A=(ai.j)=.,=., les coefficients
(a1, @22, ... , ayy) sont les coefficients diagonaux.

e Matrice diagonale :

A est une matrice diagonale si ses coefficients en dehors de la
diagonale sont tous nuls.

VG, Helllnl], i#j=(a.;)=0

Exemple :

Autres exemples :




O, n est diagonale.

1 0

In= est diagonale

0 1

_ ai.j=1sii=j
Les coefficients de I, sont les (@i, /) = .
ai,j=0 sii# j

Donc, (ai,j)=0..;

Matrice scalaire :

A est une matrice scalaire si A est une matrice diagonale dont les
coefficients diagonaux sont tous égaux.

I,, et O, ) sont scalaires. Les matrices scalaires sont les matrices
de la forme al, pour tout a scalaire.

Matrice triangulaire :

A est triangulaire supérieure si A € M, (K) avec des coefficients
nuls sous la diagonale.

V@i, HellLall’, i>j=(a.;)=0

#

a, G, 4y,



A est triangulaire inférieure si A € M, (K) avec des coefficients
nuls sur la diagonale.

Vi, HelllLnl], i< j=(ai.j)=0

a, 0

3) Structure de K-ev de M, ,(K)

* (M, ,(K), +, ¢) est un K-ev de vecteur nul O, p,
e La famille des matrices élémentaires de format (n,p) est une base
de M, ,(K). c’est la base canonique.

II) Produit matriciel

1) Définition

SOlt A= (Cli, j)ls i < < p€E Mn,p(K)
B:(bj,k)ISj_ qEMp,q(K)
alors AB:(ai,k)ISiSn,ISk < ¢ € Mn,q(K)
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V(i,k)e [l l,nl]x[l1,ql], (ci.x) estle produit scalaire

de la ieme ligne de A par la keme colonne de B

P
(cix) = Zdi, iXbj.k
j=1

e Remarques :
- Le produit matriciel n’est pas commutatif. Si AB est

définie alors BA n’est pas toujours définie.




- A?2= A x A n’est défini que si A est une matrice carrée.

- (A+B)2=A?2+2AB + B? seulement si AB = BA sinon
(A+B)?=A%?+ AB + BA + B?

- On peut avoir AB = 0 (matrice nulle) avec A non nul ou B
non nul donc le produit matriciel n’est pas intégre.

2) Structure d’ Algebre de M,(K)

® Le produit matriciel n’est pas une LCI dans M,, ,(K) sin
différent de p. c’est une LCI dans les matrices carrées.

e Associativité (avec respect des formats) :
SiAe M, (K)etBe M, ((K)etCe M (K) alors :
IAx(BxC)=(AxB)xC|

¢ Distributivité a gauche :
SiAe M, (K)etB, Ce M, ,K) alors
IAx(B+C)=AxB+AxC

¢ Distributivité a droite :
Si A,Be M, (K)etBe M, ,K) alors
(A+B)xC=AxC+BxC]|

e Matrice identité :
SiA,Be M, (K)alors| AxI,=Aet,x A=A|

e Sans M, (K), x est une LCI et (M,(K), +, X) est un anneau non
commutatif avec I, comme €lément neutre.

3) Matrices inversibles

e Définition : Soit A € M, (K), A est inversible si :

ABe M.(K)/ AB = BA = I,

Remarque : Cette notion n’a de sens que pour des matrices
carrées. De plus, le produit matriciel n’est pas commutatif; il
faut donc vérifier la relation dans les deux sens. De méme, on ne
peut pas parler de A" si la matrice A n’est pas inversible.



¢ [’ensemble des matrices inversibles de M,(K) est un groupe
pour x (groupe commutatif). On le note GL,(K) « groupe
linéaire des matrices carrées de format n ». Donc,

GL.(K)={Ae M.(K)/ A est inversible}

SiAet A’ € GL,(K) alors AA’ € GL,(K) et,

(AA) ' =(A)"'xA”

Conséquence : A=B = AC = BC (I’équivalence est vraie
seulement si C est inversible).

e Si A e M (K) ets’il existe B telle que AB =1, alors A et B sont
inversibles et inverses 1’une de I’autre. La vérification BA =1,
n’est pas nécessaire. (proposition admise pour l’instant)

e Théoreme : Soit A € M,(K),

Ae GL(K) & Vye Mui(K), 31X € Mui(K)/ AX =Y

Ce théoreme est tres utile pour la recherche d’inverse.
4) Matrices diagonales et triangulaires

e Matrices diagonales : Soit D, D’ deux matrices diagonales alors
DD’ est une matrice diagonale et :

dld'l O
DD'= .
0 dd'

Remarque : En particulier, deux matrices diagonales commutent
toujours. On note D,(K), I’ensemble des matrices diagonales de
M, (K). C’est une Sous-Algebre de M, (K).

De plus, D est inversible si ses coefficients sont tous non nuls :



e Matrices triangulaires : Le produit de deux matrices triangulaires
T et T’ supérieures est une matrice triangulaire supérieure dont
les coefficients diagonaux de TT’ sont mes produits des
coefficients diagonaux de T et de T".

tth #

TT'=
0 tut "

L’ensemble T,"(K) est I’ensemble des matrices triangulaires
supérieures et ¢’est une Sous-Algebre non commutative de
M (K).

De méme pour T, (K), c’est I’ensemble des matrices
triangulaires inférieures et c¢’est une Sous-Algebre non
commutative de M, (K).

Si T est une matrice triangulaire alors T est inversible si et
seulement si les coefficients diagonaux sont tous non nuls. Dans
cecas, si Te T,"(K) alors T' € T,"(K) et les coefficients
diagonaux de T™' sont les inverses de ceux de T.

III) Autre opérations

1) Transposition

* Soit A e M, ,(K) tel que A=(ai.j)izizn1<,<, alors'A est
la matrice de M,, ,(K) dont les coefficients sont les

(Clj,i)lsjs,;,lsis;z



¢ La transposition est une application linéaire de M,, ,(K) dans
M, «(K) et :

Y(A,B)e (Muo(K)) YA, )€ K2, ' (AA+uB) = A'(A)+ ' (B)

Remarque : En particulier, pour p = n, la transposition est
involutive.

. |VAe M. (K),VBe My «(K), '(AB)="(B)+'(A)

VAe M«(K), Si A est inversible alors ‘A est inversible et :
(ZA)—I — I(A—l)

e Définition : Soit M € M,(K). On dit que M est symétrique si
‘M = M. On dit que M est antisymétrique si ‘M = — M.

On note S,(K), ’ensemble des matrices symétriques et A,(K)
I’ensemble des matrices antisymétriques.

e S.(K) et A,(K) sont des sous espaces vectoriels de M,,(K)

2) Trace d’une matrice carrée

e Définition : Si A est une matrice carrée de taille n, on note la
trace de A : tr(A), la somme de ses coefficients diagonaux.

tr(A) = Zn: ai, i
i=1

Exemple : tr(0) = 0 et tr(I,) = n

e tr est une forme linéaire de M,(K) avec n fixé.

Y(A,B)e (Mu.o(K)) V(A pt)e K2, tr(AA+uB) = Air(A)+ utr(B)




. | VAe Mu(K), tr('A) = tr(A)

. | Y(A,B)e [Mu«(K)]?, tr(AB) =tr(BA)

IV) Matrices et applications linéaires
Soit E un K-ev muni d’une base finie B = (uy, ..., up)

1) Matrice associée a une famille de vecteurs dans B

® Soit (Xj, ..., Xg) une famille de vecteurs de E. la matrice associ€e
a (xy, .., Xq) dans la base B est la matrice de M, ,(K) présentant
dans sa jeme colonne, les coordonnées dans la base B.

Autrement dit, | 3@, jy ..., ap. j) [ Xj = ai, jur + ...+ ap. jup

a, ... a
On le note : mat,(x,..., x) =

ap,l Y ap,q
Remarques : Pour une famille (xi, ..., Xq) donnée, il y a une
unique matrice associée a (xi, ..., Xq) relativement a une base B
donnée.
Si A € M, ,(K), il y a une unique famille (xj, ..., Xy) associée a

A relativement a une base B donnée.

Sans préciser la base, une infinité de matrices (de format (p,q))
associées de (xi, ..., Xq) une infinit€ de familles associées a A.

L’ordre des vecteurs dans (xj, ..., Xq) impose 1’ordre des
colonnes de la matrice associée dans B.

Dans K", 1a matrice associée a (i, ..., X,) relativement a une
base canonique de K’ est la matrice canoniquement associée a

(Xl, ceey Xq).




e Soit (x4, ..., Xg) € E%. Soit A = matg(xy, ..., Xg) € M, ((K).
Ai
Soit Z=|: |e M, «(K) alors :
Aq

AZ =mat ,(Aixi+...+ Agxq)

® Soit (X, ..., Xp) une famille de vecteurs de E.
Soit A = matg(Xy, ..., Xp).
- A est inversible si eu seulement si (X, ..., X,) est une base
de E.
- Sans ce cas, Al est 1a matrice associée a (uj, ..., up) dans la
base (X, ..., Xp).

2) Matrice associée a une application linéaire de E dans F

On garde B = (uy, ..., u,) une base de E.
Soit F un K-ev muni d’une base finie C = (v, ..., v,)

e Définition : Soit f une application linéaire de E dans F. La
matrice associée a f relativement aux bases B et C est la matrice
de la famille [f(u,), ..., f(up)] de la base de C.

Autrement fit, matg o(f) € M, ,(K) et

mats. «( f)=matd f (ul),..., f(up)]

¢ Théoreme fondamental : Si B est une base fixée (a p vecteurs)
de E et C une base de F (a n vecteurs) alors :

1) Pour toute application linéaire de E dans F, il existe une
unique matrice associée a f dans les bases B et C.

2) Réciproquement, pour toute matrice A de format (n, p), il
existe une unique application linéaire de E dans F tel que
A = matg (f) et pour tout x de E, si X = matg(x) €
M, (K) et Y = matg[f(x)] € M, (K) alors Y = AX.




Y(f,g)€ L(E,F)*,Y(4,u)e K?,
mats.c(Af + 1ug) = AxXmats. «(f)+ uxXmats. c(g)

e Soit G un K-ev muni d’une base finie D = (wy, ..., w,) alors :

Vfe L(E,F),Vge L(F,G),
mats o(gof ) = matc. o(g)Xmats. c(f)

e Sin=petsifest une application linéaire de E dans F alors f est
bijective si et seulement si A = matg, c(f) est inversible. Dans ce
cas, A = matC,B(fl)

3) Matrice associée a une famille de formes linéaires

e Définition : Soit Emunide B = (uy, ...,up) et C = (Cy, ..., Cy)
une famille de s formes linéaires sur E alors matg(C;, ..., C,) est
la matrice de format (s, p) telle que V(, j)e[I1,s1]x[I1, pl], le
coefficient d’indice (i, j) de A est Ci(u;) € K.



