Arithmétique dans Z

I) Division dans Z
1) Relation de divisibilité

e Définition : Soit a, b € Z. On dit que a divise b, a est un
diviseur de b ou que b est un multiple de a lorsqu’il existe un
entier relatif £ tel que b =ka. On le note a | b.

e Théoreéme : Soita, b,ce Z.
1) Larelation divise est réflexive et transitive mais elle n’est

pas antisymétrique dans Z. (mais elle I’est dans IN)

2 | V(u,v)e 7%, (alb et alc)= alub+vc

Si alb et cld)= aclbd
D VkeN, alb=a* b

4y | Si d #0 alors alb & adlbd

2) Relation de congruence

e Définition : On dit que a est congru a b modulo n lorsque n
divise (b — a), c'est-a-dire s’il existe un k relatif tel que

b=a+kn. Onle note @ =b[n] ou a=b mod n

e Théoréme : Soita,b,a’,b’e Zetm,ne IN'
1) Larelation « €tre congru a » est une relation
d’équivalence, c'est-a-dire qu’elle est réflexive, symétrique
et transitive.




2) | Si a=b[n] et a'=b'[n] alors a+a'=b+b'[n]

3) | Si a=b[n] et a'=b'[n] alors aa'=bb'[n]

4y | a =b[n] < am = bm[nm]

3) Division euclidienne

e Théoreme : Soit a € Z et b un entier non nul. Alors il existe un

unique couple (q, r) € Z x IN tel que :

a=bqg+r
0<r<b-1

IT) Diviseurs et multiples communs

e Définition : Soit a, b € Z. On dit que d est un diviseur commun
de a et b lorsque d | aet d|b. On dit que m est un multiple
commun de a et b lorsque al metb | m.

1) Plus Grand Diviseur Commun (PGCD)

o Définition : On appelle PGCD de deux entiers relatifs a et b tout
nombre entier relatif d vérifiant :
1) destun diviseur commun de a et b.
2) pour tout diviseur commun yde a et b, y | d.

e Lemme : Soita,be Z et a=Dbq + r la division euclidienne de a
par b alors :
1) Siaetb possede un PGCD y alors y est aussi PGCD de b
etder.
2) Si b et rpossede un PGCD y alors y est aussi PGCD de a
et b.



¢ Théoreme : Soit a, b € Z. Il existe un unique PGCD positif de a
et b noté pged(a, b). On I’appellera le PGCD de a et b.

e Théoreme : Soita,be Z.

1) Vke Z, pged(ka,kb) = |k| pged(a,b)

2) VdeZ , si dlaetd!|b alorspgcd(%,gj:%

e Théoreme : Soita, b e Z. Alors il existe u, ve Z tels que :

au+bv = pgcd(a,b)

Un tel couple n’est pas unique et est appelé couple de coefficient
de Bézout.

2) Nombre premier entre eux

o Définition : Soita,b e Z.
On dit que a et b sont premiers entre eux lorsque pged(a, b) = 1.

e Théoreme de Bézout : Soit a, b € Z alors a et b sont premiers
entre eux si et seulement si au + bv = 1.

a et bpremiers entre eux < au+bv =1

e Théoreme de Gauss : Soita, b, c e Z.
Sialbcetsipged(a,b)=1alorsalc.

albc
pgcd(a,b) =1

alc




3) Plus Petit Multiple Commun (PPCM)

Définition : On appelle PPCM de deux entiers relatifs a et b tout
nombre entier relatif m vérifiant :

1) m est un multiple commun de a et b.

2) pourtouty:(alyetbly)= mly

Théoréme : Soit a, b € Z alors il existe un unique PPCM de a
et b positif noté ppcm(a, b). On I’appellera le PPCM de a et b.

Et, ‘ab‘ = pgcd(a,b)X ppcm(a,b)

Théoreme : Soita,be Z.

1) Vke Z, ppcm(ka,kb) = k| ppcm(a,b)

d’ d

2y VdeZ, si dlaetdl|b alorsppcm(£ ﬁj—%(f’b)

III) Nombres premiers

Définition : Soit p un entier différent de 1. On dit que p est
premier si ses seuls diviseurs sont 1 et p.

Attention : 1 n’est pas premier !

Théoreéme : Soit r un entier non nul, (py, ..., p;) une famille de
nombres premiers distincts et (ay, ..., a,;) des entiers non nuls
alors tout diviseur premier de

p
ai
1'_11 pi est’'un des P;.
1=

Théoréme : Soit n > 1 un entier.

Il existe un unique r entier non nul, une unique famille (p;)o <<
d’entiers premiers vérifiant p; < p, < ... < p; et une unique
famille (a;)y <; <, d’entiers naturels non nuls tels que :




e Théoreme : L’ensemble P des nombres premiers en infini !

e Théoreme : Soit a, b deux entiers non nuls et les uniques
familles presque nulles (u,)p, premier €6 (Vp)p premier t€lles que :

a:HpMﬂ N b:Hpvp.Alors:

peP peP

pgcd (a’ b) = H pmin(up,vp) et ppcm(a,b) — H pmax(up,vp)

peP peP




