D)

Nombres complexes

Propriétés des nombres complexes

1) Parties réelles et imaginaires

¢ Dans I’ensemble des complexes, noté C, I’addition est
associative et commutative. Elle possede un élément neutre (0)

et un tout nombre possede un opposé. On dit que (C, +) est un
groupe commutatif.

¢ Dans I’ensemble des complexes, la multiplication est associative
et commutative. Elle possede un élément neutre (1) et tout

nombre différent de 0 admet un inverse. On dit que (C, +, X) est
un corps commutatif.

e Attention : Dans I’ensemble des complexes, il n’y a pas d’ordre
(pas d’égalité entre nombres complexes).

—0
V(a.b)e R?, a+bi=0< a_

V(a,b,a'.b)e R*, a+bi=a'+b' l<:>{

. 1VzeC, (z1+z2)" = Z(Z)zlnk X 72" = (ijk X 72"




vVzeC, 7" —1=(z—1)(nz_:zk) =(z=-DA+z+..+2"")

n—1
V(Z17 ZZ) € CZ’ Zln - Z2n = (Zl — Zz)(z Zlk X Z2n—l—k)

k=0

2) Complexes conjugués

V(z,zNe C*, z47'=z+7'
V(z,ze C°, zxz7'=zX7'

|
< Z
W(z.2)eC 220, (5=
< Z

Vze C, VAe R, Axz=AXz
Vze C, 7" =(2)"

Vze C, ze]Rc)z=E

* 1Vze(C, zeiR& 7=—7

7+7 =2XRe(z2)
c | z—7=2ixIm(z)




3) Module d’un nombre complexe

| zl=va%+b?

| 7°= 7% 7

Vze C, |lzHH zI
V(z,z)e C?, lzxz'HzIxIz'l
VzeC, 177 HzI"

1 1
V(z,z)e C?, |—l=—
z 1zl

V(z.z2)e C2, 2#0, | =|= 2]

z' 1z

V(z,z)e C, |z+z|<|z]+]|z]
V(z.2)e C, ||o|-|z]|<|z+2]

V)€ €, [d-lef sl sl +

z=0,72'#0
dkeR /z'=kz

TRt
V(. 2)e T, |z+z'|=|z|+|z'|@{fz :

V(z,z)e C?, |Z+Z'|=|Z|+|Z'|<=>{

zz'e R*




e |Soit U={ze C/|7=1)

e [’ensemble U est stable par produit et par passage a I’inverse. U
est donc un groupe commutatif.

4) Racines carrées complexes

z=+a
z=—a
Sia=0,7"=ae7=0
. z=iN-a

VaeR ™, 7 =a &
Z=—I\—a

VaecR", 7" =a &

Vae C’ -y =«
a=Re(a), (x+yi) =a=ix"+y° =‘a‘
B =Im(a) \2xy=,b’

e |V(a,b,c)e R’, a#0,0naune équation du 2nd degre dans R

V(a,b,c)e C°, a#0,siA=0,a7"+bz+c=0& x=—

2a
—b+0
X1 =
V(a.b.c)e C°, a#0,si A£0, az> +bz+c=0 2“5
* X2=_ _
2a

avec O et -d les racines carrées complexes de A




IT) Exponentielle complexe

1) Argument d’un complexe non nul

cos @ =Re(z)
VzeU, 160,22 / |
. sin @ = Im(z)
- T
arg(i) = 5[271’] arg(l) =0[27x]
arg(—i) = —%[2%] arg(—1) =7[2x]
° 2 5
arg( ) =227 arg( /)=~ 227

Vze C', arg(z)=0[r] = ze R

. |Vze C, arg(z)z% (7] = ze iR’

V(z,2)e C', z=0(cos@+isin®), 7'=0'(cos@'+isin Q")

' o=0'
=7 &

0=0"[2r]
' o=0'
« [F77° (:’{9:947:[27:]
— o=0'
©TE @{9}9' [27]

2) Exponentielle complexe



Ve R, on note exp(i€) =cos@+isin 6 ="

Ve R, |e
Ve R, arg(e?)=6
V(8,0)e R*, ¢’ =¢ < 0=0"[2r]

ie‘zl

e2i7£ :1 e2km’ :1
T .7[
I— ) i
e’ =i e 2 =—j
2i— ;%
— 3 )
€ " =] e = j

v(0,0") e RZ, 00 % o0 = 10+
VOe R, ?:i‘:e_ie
V(6,0)e R?, <=

€
Ve R, VneZ, (¥) ="




V(z.2)e (C) . arg(zz) =arg(z) +arg(z) [27]

Vze C, arg(l) =—arg(z) [27]
Z

¢ |V(z.2)e (C7), arg(S) =arg(x) ~arg(2) [27]
<

Vze C', Vne Z, arg(z")=narg(z) [27]

e Soit A,B et M, trois points du plan distincts
_— -b
(AM, BM ) = are(~—2) [271]

{—da

e Soit A,B,C et D quatre points du plan d’affixes a,b,c et d
avec A différent de B et C différent de D

A,B,C alignés < (AB,AC) =0[7] = arg(z_a) =0 [7]
—d
(AB)//(CD) < (AB,CD)=0[x] = arg(cbl —9=0[x]
—da
(AB) L(CD) & (AB,CD) =~ 1] & arg(1=%) = 7 2]
2 b—a 2
d —C *

(AB)//(CD) < eR

—d

d—C . *
(AB) L (CD) = e iR

. —d

ulve z?e R(:)Ez'e IR

e Soitz=x+1iyalors e” =e” Xe"”



3) Complexes et trigonométrie

e Formules d’Euler :

i@ —i0
Ve R, cosé?:e —;e
0 _ -if
VOe R, sing="C
i

e Formule de Moivre :

VOeR, Vne Z, () =e"

4) Racines n“™ de 1’unité

iéne

¢ Pour tout n différent de 0 de N, il y a exactement n racines n
de 'unité :

ik

n

Vne N, z =exp( Yavec 0<k<n-1

.~k
VkeZ, zx=(2)" = (exp(m—ﬂ)j
n

VkeZ, 7= 20—«
“lvkez LTz
lk

D z=0 et J]z=D""




iene

¢ Pour tout n différent de 0 de N, il y a exactement n racines n
d’un complexe non nul.
a est un complexe non nul, a est I’angle et r le module.

1 o

1
"=asz=r"Xe" Xz, avec 0<k<n-1

III) Complexe et géométrie plane

1) Transformations

z=z& zestle symétrique de z par rapport a (0x)

7 =—z & zestle symétrique de -z par rapport a 0

z=—z < zest le symétrique de -z par rapport 2 (Oy)

Translation de vecteur ﬁ(b) S z7'=z+b
Homotéthie de rapport k et de centre Q < z'-w=k(z—w)

Rotation d'angle & et de centre Q < z'-w=¢e"“(z—w)

Simulitude directe < z'=az+b avec a #1

¢ Si h est une homothétie et r une rotation de méme sens que g
alorshor=roh

e [a composée est la similitude de centre Q et de rapport A
(rapport de h) et d’angle 0 (angle de 1).

2) Barycentres (rappel de Terminale)

e Soit un systtme de n point pondérés avec la somme des
coefficients différent de 0, alors il existe un seule point G de
I’espace tel que :

i aiGAi =0
i=0




Homogénéité du barycentre : Si on multiplie chaque coefficient
par un réel k non nul alors le barycentre ne change pas.

Relation fondamentale :

Zn:m]\TG = Zn:mm

i=0 i=0

Dans un repere orthonormé, on peut calculer les coordonnées de
G. On applique la relation fondamentale pour M =0 :

. 10A +...+ 0nOA,

oG =
Ol+..+0n
( o1 xX1+...+ &nxn
XG =
oayi+..+o
o= 1Y iy
ozi+...+0nZn
LG =

"

Dans le plan complexe avec z,, 7,... z, des affixes respectives
de A, A, ... A, alors Z, affixe du barycentre G est :

. a1Z1+...+ AnZn

Z

Barycentre partiel : Le barycentre d’un systeme ne change pas si
on remplace des points pondérés par leur barycentre partiel a
condition d’affecter ce barycentre partiel de la somme des
coefficients disparus.

Conservation du barycentre : Soit f une symétrie, une rotation
ou une translation du plan, I’'image f(G) du barycentre d’un
systtme [Al, oy], ... , [A,, oy] est le barycentre du systeme
image [f(A1), ou], ..., [f(Ay), anl.




3) Droites et cercles

e Soient A et B deux points distincts d’affixes a et b. Pour k
appartenant a R, I’ensemble des points d’affixe z tels que :
|2=d _

b k est une ligne de niveau.
i

Si k < 0 alors pas de solution.

Si k = 0 alors une solution : le singleton {A}

Si k =1 alors c’est la médiatrice de [AB]

Si k> 0, k différent de 1, alors c’est un cercle dont le centre est
situé sur [AB]

e Soient A, B, C et D deux a deux distincts. A, B, C et D sont
cocycliques ou alignés ssi :

(d—a)l(c—a) R

(d-b)/(c—d)
On note d—a : d—b eR
c—a c—b

e Soit A(a) et B(b) avec a différent de b. Pour 1e R—{7Z},
I’ensemble des points d’affixe z tels que :

z—a

z—=b

arg( )y=A [x] est un cercle passant par A et B privé de A et B

IV) Fonctions et suites a valeurs complexes

1) Fonctions a valeurs complexes

e Soit fune fonction. f est bornée si

IM e R /Viel, |f()|<M

¢ Soit fune fonction et A un complexe. Soit a appartement a [ au

borne de I
lim f(1)=A < lim|f () - A|=0

t—a t




¢ Soit fune fonction et A un complexe. Soit a appartement a [ au
borne de |

. ltim Re[f ()] = Re(A)
imfn=4e limIml f (1)] = Im(4)

e Dérivation : fest dérivable en a si et seulement si Re(f) et Im(f)
est dérivable en Re(a) et Im(a) eton a :

J (a)=[Re(f)](a) + i(Im(f)]'(a)

e Intégration :

j £(t)dt = j Re[ £ (1)]dt +i j Im[ £ (t)]dt

2) Suites a valeurs complexes.

Suite arithmétique de raisonr :

VnE N, n+1=Zn+7r

Vne N, zn=zo+nr

e Suite géométrique de raison q :

Vne N, zn+1=72Xq

Vne N, zn=zoXq"

e Suite arithmético-géométrique :

Vne N, Zn+1:aXZn+b

¢ Pour une suite géométrique de raison q appartement aux
complexes :



Sig<lalors lim z.=0

n—>+oo

Si g 21 alors z.n'a pas de limite

e Meéme définition de limite que pour les fonctions a valeurs
complexes.



