Geométrie dans |e plan

Dans tout ce cours, on notera:
P |’ensembl e des points du plan.

®

P I’ ensembl e des vecteurs du plan.
RON, le repere orthonormal.
ROND, le repéere orthonormal direct.

) Reperes
1) Reperes cartésiens

- Ya® Y® o
Soit e et e deux vecteursindéependants. Tout vecteur

®
u se décompose de maniére unigue sous laforme::

u=ae+be: " (a,b)T 2

Le couple (a,b) est alors e couple de coordonnées du vecteur

®
u

Soit un point A alors pour tout point M du plan, il existe un
unigue couple (a,b) tel que :

AM = aer +bez
Ya® %® o .

Lecouple (A, e , e ) estappelérepere cartésien du plan

et le couple (a,b) est e couple de coordonnées de M dans R.

. u® U® ® ®
Dansunrepere (A, e , & ),S u et v ont pour

coordonnées (a,b) et (c,d) alors

"(/,m1 2% [/e+me apour coordonnées (/a+ rt,/ b+ )

S A4, ... ,A,ont pour coordonnées respectives les couples
(a,by), ... ,(an,by) et 4, ..., ,rédstelsquelasomme des
ne soit pas nulle aors le barycentre du systeme a pour



coordonnées :

aiai+..+anan ai+...+anbhn
ai+az+..+an ai+az+..+an

Repere orthogonal :

(Ae,e) avec et e et (91,92):% [P]

Repére orthonormé :

(e =2 [p]
(Ae,e) aveceal e et 2

Je =< =2

Repére orthonormé direct : C' est un repére orthonormé dans
lequel on définie une orientation du plan. L’angle entre les
deux vecteurs unitaires est donc positif.

Repére orthonormé indirect : C’ est un repére orthonormé
danslequel on définie une orientation du plan. L’ angle entre
les deux vecteurs unitaires est donc négatif.

Changement de repére : Soit un repére quel conque de P. Soit
. ® ® _® ® ®

A appartenant aP et u,v appartenant a P tel que u et v

soient indépendant (non colinéaire). On a donc défini un

. ® ®
nouveau repere (A, u, V).

Décrire un changement de repére, ¢’ est donner |’ expression
des coordonnées (X, Y) d’ un point (ou d’un vecteur) dansle
nouveau repéere en fonction des coordonnées (x, y) de
I”ancien.



2) Repérespolaires

Dans ROND on peut identifier P al’ ensemble des

_ %u® ¥® _
complexes. Soit (O, e, , & )unROND et M un point de

P(z) non nul aorsles coordonnées polairesde M est e
couple(, Jou =[gdet =arg(z)[2 ]

Dans ROND, soit M appartenant a P de coordonnées (X, Y)

%® %® _ o
dansR=(O, e , & ),etz=x+iy=Aff(M). S 7€ est

I’ écriture exponentiellede z alors ( , ) est un couple de
coordonnées polaires de M. Il n'y a pas d'unicité pour ce
couple. De plus 0 n’a pas de coordonnées polaires bien
définies.

Lien entre coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires :
X = 1 cos(q)
y=rsin(g)

Lien entre coordonnées polaires et coordonnées cartésiennes :
;= /Xz 4 yz

g= Arctan(%) 0]

Définition repére polaire: Soit unréel, le repere polaire
d’angle est un repere orthonormé direct tel que:
%® ®

(&, ,u()= []

Un point M de coordonnées polairescouple ( , ) est
caractérisé danslerepered’angle par :

%® ®
OM = u()

I1) Le produit scalaire

1) Définitions



® ® ® ®
Soit u et v deux vecteursduplan. S u =0ou v =0aors

® ®
le produit scalaire u.v =0 sinon ce produit vaut :

uyv = HUH ‘ v‘ " cos(u, V)

®
On peut toujours considérer I’ angle géométrique entre u et

®

v. SiI'angle est comprisen O et /2 (angleaigu) alorsle
produit scalaire est positif dans le cas contraire, si |'angle est
comprisentre /2et (angleobtus) adorsle produit scalaire

est négatif.
Le produit scalaire est nul :

uv=0U u”v

Projeté orthogona d’ un point :

* Avec une projection orthogonale
Si A # B, et si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) :

\A—'B.EzAB.ﬁ Q).

Si He ]AB), SiH=A, Si He [AB),
AB.AC=ABxAH AB.AC=0 ﬁ_ga=_inAH
C C C
A H B A=H B H A
AB.AC>0 AB.AC<0
® ®

Expression complexe du produit scalaire: Soit u et v deux
vecteurs du plan d affixes respectivesaet b aors:

u.v = Re(ab) = Re(ab)




Expression du produit scalaire dans ROND : Soir un ROND

® ®
duplanet u(x,y)et v(x',y):

UV = XX@ yy(

2) Propriétés

Le produit scalaire est une opération symétrigque et bi
linéaire :

"(u,v)T P? uv=vu

"(uwl P, "al |, (au)v=a(uv)
")l P " (U@l P?, (u+u@v=uv+u®r

Formuled Al Kashi :

a®=b’+c’- 2bc” cos(A)
b*=a”+c*- 2ac” cos(B)
¢’ =a’+b”- 2ab” cos(C)

® ®
Coordonnées dans ROND : Soit (i, j) unebase

® ®
orthonormeée. On aaors pour tout u appartenant a P :

u=(ui)i+ ()]

® ®
Conséquences sur le changement de repere: Soit (i, j) un
® ® ® ®
ROND et (u, v) unautre ROND. Soit =(i, u).Ona




aors:

u=cos(q)i +sin(q) |
V=-sn(qg)i+cos(q)]
| =cos(g)u- sin(g)v
J =sin(g)u +cos(g)v

®
- Avec les mémes notations, soit w(x, y) dansle repére de base

® ® ® . ® ®
(i,])ew(X,Y)danslereperedebase(u, v)

[11) Le déterminant de deux vecteurs
1) Définitions

® ®
- Soit u et v deux vecteursdu plan. Si I’un des deux est nul

aorsledéerminant est nul sSnonon a:

det(u,v) = ‘UH Hv‘ sin(u, V)

® ®
. Soﬂuetvnonnuls,ona:

u”® vU |det(u,v) :HUH HVH

det(u,v)=HU" HV‘ U (U,V):% [20]

det(u,v) =- Jul M O (u.v) =- % [20]

det(u,v) =0U uetvsontcol U (u,v)=0 [p]




‘det(u,v)‘ est I’ aire du parallélogramme construit & partir de
ces deux vecteurs.

1 : : - .

E‘det(u, v)‘ est I’aire du triangle construit a partir de ces deux

Vecteurs.

® ®
Soit un ROND identifié aux complexes. Soit u et v deux

vecteurs du plan d' affixes a et b complexes :

det(u,Vv) = Im(ab) = Im(ab)

Expression du déterminant avec des coordonnées
cartésiennes dans un ROND :

® ® ® ® ® ®
Soir (i, j)unROND de P et u et v deux vecteursde P

de coordonnées (X, y) et (x’, y’') alorsdanslerepere (i, j):

det(u,v) = xy© x@ =|
y Yy

2) Propriétés

L e déterminant est une application bilinéaire et anti-
symeétrigue entre les vecteurs du plan :

" (u,v)1 P?, det(u,v) = - det(v,u)

"(uw)l P? "al ,det(auv)=a  det(u,v)
"(uwv)l P? "al |, de(uav)=a’ det(u,v)

" (u,v,uv@ P*, det(u+uv)=det(u,v)+det(u)
" (u,v,uv@ P* det(u,v+v®=det(u,v)+det(u,v®

V) Droites du plan

1) Représentation cartésienne



®
Soit A un point du plan et u non nul aors ladroite passant
®
pas A et dirigée par u est caractérisee par :

MI DU det(AM,u)=0

Soit A et B deux points du plan distincts :
MT DU det(AM, AB) =0
Dans un ROND, soit A(Xo, yo)et%( , )
X-Xo a
y- Yo b
MT DU b(x- xo)- a(y- yo)=0

MT DU det(AM,u) = =0

On obtient une équation cartésienne du type ax + by = c avec
(a, b) colinéairea( ,- )donc( , ) colinéairea(-b, a)

Réciproquement, |’ ensemble des points du plan caractérisés
par une éguation cartésienne du type ax + by = c avec (a, b)
différents de (O, 0) est une droite avec un vecteur directeur de
coordonnées (-b, a) (ou tout vecteurs non nul colinéaire a (-b,

a))
. , . +by = \
Deux droites d' éguation FEYZC ont paralleles (ou
ax+hby =c¢
confonduessi ¢ =c’) car leur direction est caractérisée par

ax+by=0

2) Représentation paramétrique

®
Soit A(Xo, Yo) un point du planet u( , ) unvecteur non nul,

®
la droite passant par A et dirigée par u est caractérisée par :

MT DU $tT /AM =tu

A - A X=Xo+ta
MI DU $tI /
y=VYo+th




L, . \ . = Xo+t
Réciproguement, un systeme paramétrique X=xorta
y=Yo+tbh

caractérise une unique droite du plan.

Equation cartésienne obtenue a partir d’' un point et d’ un
vecteur normal :

® ®
Soit n(a, b) avec n non nul et A(Xo, Yo), ladroite passant par
®
A et de vecteur normal n(a, b) est caractérisée par :

MTI DU AM.n=0

Equation normale a une droite :

®
Soit n(cos , sin ) unvecteur normal unitaire, ladroite

®
ayant n comme vecteur normal admet une équation du type :

(cosg)x+(sng)y=p

Equation polaire:

1% cas: Droite passant par |’ origine O

MT D-{Q}U g=a [p]

2éme cas : Droite ne passant pas par I’ origine 0. Elles sont
caracteérisées par des équations polaires du type :

1
acosqg+ bsing

S =

3) Propriétés

oi (D):ax+by+c=0
" Dpas+bg+ceo



~ a a
(D) (DYO olet‘b b£=0 (peraldes o

confondues)

(D) et (D’) sont confondues si il existe un réel tel que:

(atb&®=/(a,b,c)

(D) //(D®U det

a ab
b b® (parallées et non
"/T , (aGb&®* /(ab,c)

confondues)

Proj ection orthogonale sur une droite:

®
Soit D une droite passant par A et dirigée par u non nul. Soit
M un point du plan, le projeté orthogonal de M sur D est
I"unique point H tel que:

AH =

AM .U ., y
2
Ju|

Dé&termination de la distance d’ un point a une droite :

Soit D une droite d’ équation cartésienne ax + by +cz = 0. Soit
M (Xo, Yo) un point du plan :

_ \awayo+c\

™




V) Cerclesdu plan
1) Equation cartésienne

Equation d'un cerclede centre A(a, b) et derayon R :

(x- a)+(y-b) =R’

Réciproguement, |’ ensemble des points caractérisés par
I’ équation x* + y* + 2ax+2bx+c =0 est un cercle de centre A(-

a, -b) et derayon va’+b’- ¢ s a®+b’- ¢>0 sinon c'est
I’ensemblevide s a?+b*- c<0

2) Equation polaire

CaclecentréenOetderayon R :

r =R
Cercle passant par 0 et de rayon R : On obtient une équation
du type:
r = acos(q) +bsi n(q) ou (%,g) coordonnées
du centre.
3) Paramétrage

Soit A(a, b) et R lerayon :

Micg XTatResq)
y =b+Rsin(g)




4) Intersection d' un cercle et d une droite

Soit A un point du plan et R positif ainsi que D une droite.
Soit C un cercle de centre A et de rayon R.

- S d(A, D) >R aors!’intersection est vide.

- S d(A, D) =R dors!’intersection est un singleton {H}
ou H est le projeté orthogonal de A sur D.

- S d(A, D) <R dors!’intersection est caractérisée par
deux points distincts.

5) Intersection de deux cercles

Soit C et C' deux cerclesderayon R et R’ et de centre
respectif A et A’:

-S [R-R'|<AA’ <R +R aorsCet C' ont deux points
d’inter section distincts.

-S AA’ >R+R oudorssi AA’ <|R—R’|aors
I’inter section est vide.

-S AA’ =R+ R’ aorslesdeux cercles sont tangents
extérieurement et I'intersection est le singleton { H}

-Si AA’ = |R—R’| dorsles deux cercles sont tangents
intérieurement et I'intersection est le singleton {H}.



