‘Géométrie dans I’espace

Dans tout ce cours, on notera :
¢ E I’ensemble des points de I’espace.

%
e E I’ensemble des vecteurs de I’espace.
e RON, le repere orthonormal.
e ROND, le repere orthonormal direct.
I) Reperes
1) Reperes cartésiens

o o o _ _
e Soit (u, v, w) trois vecteurs indépendants,

VpeE, 3a,b,c)e R*/ p=au+bv+cw
VM e E,3a,b,c)e R*/ OM = au+bv+cw

La réciproque est vraie.

e Reperes orthogonaux, orthonormés et changement de reperes :
Mémes définitions que dans le plan en rajoutant une
coordonnée.

2) Coordonnées cylindriques

e Soit (X, y, z) les coordonnées cartésiennes de M dans un repere.
Un systeme de coordonnées cylindriques de M est un triplet (r,
0,2):

r=HM
0=, HM) [27]
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3) Coordonnées sphériques

e Les coordonnées sphériques de M est un triplet (p, ¢,0) :
(
o=0M
¢=(,0H") [27]
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II) Produit scalaire
1) Définitions

¢ Dans I’espace, deux vecteurs indépendants définisse ment un

- -
plan vectoriel mais pas d’orientation de ce plan. Soit u et v,

- -
deux vecteurs de ’espace : Si u =0 ou v =0 alors le produit
scalaire est nul sinon on a :

—

u

- —

wy = |lul[x|[v XCos(ﬁ,;)

¢ En coordonnées le produit scalaire est définie par :

Uy =xx+yy+zz'

2) Propriétés

¢ On retrouve les nombreuses propriétés du produit scalaire dans
le plan

e La propriété du projeté orthogonal d’un point sur une droite est
la méme dans I’espace que dans le plan.

III) Produit vectoriel

o o S o
e Soit u et v deux vecteurs de I’espace. Si u et v sont

T =
colinéaires alors (u  v) = 0 sinon on a les caractéristiques
suivantes :
- -
- direction : orthogonale au plan formé par u et v
e —
- sens : il faut que (u, v, u " v) soit une base directe de E
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u,vcol unv=0

. Hﬁ /\;H = ‘det(ﬁj)

Yu,v)e E, wAv)=—(vAu)
Y, v,u' v e B, u A+ 10 = A0 AV) + 11 A V')
Y vu' v e E v A+ 'y = A0 Aw)+ u(v Au')

e Expression du produit vectoriel dans un ROND :

UNYV =
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IV) Produit mixte

e Définition :

—_ - —>
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Y(u,v,w)e E

, [u,v,w] =(uAv)w e R

. IYu,v,weE, [

—_—

u,v,w

—_ - —

]1=0¢« u,v,w sont coplanaires
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Yu,v,w)e E , [u,v,wl=ly '
Z'

e Le produit mixte est anti symétrique et trilinéaire.

V) Droites et plans

1) Représentations

Un plan de I’espace est définie de maniere unique par les
données de 3 points non alienés, d’un point et de deux vecteurs
indépendants ou d’un point et d’un vecteur normal.

Représentation paramétrique :

- -
Soit A un point de I’espace et u et v deux vecteurs

- -
indépendants. (P) est le plan passant par 1 et dirigé par u et v.

— 5 .
Pour tout M de (P) on a AM, u et v indépendants et ils forment

une famille non libre ou liée.

— —
Dans un ROND, A(a, b,c) et u(a, B,v), v(a’, B’,y’) et on
obtient :

(x=a+at+a't
y=b+pBt+pB't" (t,tYe R’
Z=c+yt+y't

/\




e Equation cartésienne : Avec les mémes notations, on obtient :

o S Q

XR ™ |

x_
y_
Z_

o
Bl=0= Ax+uy+vz+e=0
/4

e FEquation cartésienne obtenue avec un vecteur normal :

%
Soit A(a, b, ¢) et n (ny, n,, n3), on obtient une équation :

mx+ny+nz=d

Réciproquement, si (P) est représenté par une équation du type
Ax+uy+vz+e=0 alors le vecteur de coordonnées (A, L, v) est
normal a (P).

e Représentation paramétrique d’une droite de I’espace :

%
Soit A(a, b, ¢) et u(a, P, y), on a alors :

(x=a+at
sy=b+ft teR
z=c+p

e Représentation cartésienne :

Une équation cartésienne dans 1’espace donne un plan. Une
droite de I’espace ne peut pas étre caractérisée par une équation
cartésienne.

Soit (P) et (P”) des plans ni paralleles et ni confondus alors leur
intersection est une droite. Réciproquement, une droite peut étre
vue comme I’intersection de deux plans non paralleles la
contenant.



Il faut retenir que si (P) et (P’) sont deux plans non paralleles, la
droite d’intersection de ces deux plans est dirigée parnAn'.

2) Perpendiculaire commune a deux droites non paralleles
e Soit (D) et (D’) deux droites non paralleles de 1’espace. 1l existe
une unique droite A telle que A L(D), AN(D)# D et AL(D’),
AN(DY#D.

A est appelé perpendiculaire commune a (D) et (D).

3) Problemes de distances

%
e Soit (P) un plan passant par A et de vecteur normal n. Soit M un

point de 1’espace et H son projeté orthogonal su (P).

| A |-
MH = nn

- -2
|

e Distance d’un point a un plan :

‘axo+byo+czo+d‘

\/612 +b*+¢?

d(M,P) =

VI) Spheres de I’espace
1) Définitions et représentations

e La sphere de centre Q et de rayon R > 0 est I’ensemble des

points tel que :

¢ Si aetb sont deux points distincts, I’ensemble des points tel
que : MA.MB =0 est une sphere de diametre [AB]



e Equation cartésienne : Soit QQ(a, b, ¢), on a alors :

VM (x,y,2)€ S & (x—a)’ +(y—=b)’ —(z—c)* =R’

e (Coordonnées cylindriques pour une sphere de centre O :

M(r,0,2)e S r’+z72° =R’

e (Coordonnées sphériques :

M(p,p,0)e S < p=R

2) Problémes d’intersection

¢ Intersection d’uns sphere avec une droite D :
-S1d(Q, D) > R, alors I’intersection est vide.
- Sid(Q), D) =R, alors I’intersection est le singleton {H},
projeté orthogonal de Q sur D.
- Sid(Q), D) <R, alors I’intersection contient deux points.*

e Intersection d’une sphere avec un plan P :
- Si1d(Q, P) > R, alors I’intersection est vide.
- S1d(Q, P) =R, alors I’intersection est le singleton {H},
projeté orthogonal de Q sur P.
- S1d(Q, P) < R, alors I’intersection est un cercle dont le
centre est le projeté orthogonal de QQ sur P.

e Intersection de deux spheres :
-S1 Q0 >R+ R’ ou'QQQY’ < IR —R’l, alors I’intersection est
vide.
-Si'QC =R + R’ alors S et S’ sont tangents extérieurement.
-Si'QQ’ =R —R’lalors S et S’ sont tangents intérieurement.
-Si IR -R’I <QQ’ <R + R’, alors I’intersection est un
cercle.




